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Vorwort

Dieses Vorlesungsskript behandelt die relativistische Vielteilchenphysik im Rahmen der Quantenfeld-
theorie, wobei wir uns vornehmlich auf den Fall des thermodynamischen Gleichgewichts konzen-
trieren. Die Hauptanwendungsgebiete dieser Theorie liegen in der Hochenergie-Kernphysik (Schwer-
ionenphysik), die sowohl die Eigenschaften heifler und/oder dichter hadronischer als auch heifler
und/oder dichter partonischer Materie untersucht.

Andere Anwendungen der Theorie sind Modelle fiir kompakte Sterne wie weifle Zwerge oder Neu-
tronensterne und die Theorie des elektroschwachen Phasentibergangs im frithen Universum.

Methodisch werden wir in dieser Vorlesungen von der Operatorformulierung ausgehen und die we-
sentlichen Grundlagen der Quantenfeldtheorie fiir Vielteilchensysteme im groffkanonischen Ensem-
ble behandeln. Dazu rekapitulieren wir in Kap. [l kurz die allgemeineren Grundlagen der Statistischen
Thermodynamik. Dieses Kapitel ist weitgehend sowohl fiir die relativistische als auch die nichtrelati-
vistische Theorie giiltig.

In Kap. 2| werden wir die Quantenfelder freier Teilchen aus der Perspektive des Formalismusses bei
endlichen Temperaturen und chemischen Potentialen betrachten und so zur Theorie der idealen Gase
tir Klein-Gordon- und Dirac-Teilchen sowie fiir Photonen gelangen. Dabei werden wir das elektroma-
gnetische Feld in der nichtkovarianten Coulombeichung quantisieren.

Kap. 3| wird der Entwicklung der Storungstheorie bei endlichen Temperaturen und Dichten fiir die
QED gewidmet sein. Wie wir sehen werden, erhalten wir dabei im wesentlichen dieselben Feynman-
Diagramm-Regeln wie fiir die gewohnliche ,,Vakuum-Quantenfeldtheorie“. Wie wir austiihrlich be-
sprechen werden, liegen die wesentlichen Unterschiede darin, daf§ die Theorie bei endlichen Tempe-
raturen und Dichten einer Quantenfeldtheorie fiir die Zeitentwicklung der Operatoren und Zustinde
entlang eines imagindren Zeitintervalls entspricht. Wir werden diesen Matsubara-Formalismus aus-
fihrlich besprechen und die dazugehorigen Feynmanregeln herleiten. Fiir dynamische physikalische
Groflen wie Transportkoeffizienten (wie Warme- und elektrische Leitfahigkeit oder den Brechungsin-
dex fiir em. Wellen) werden allerdings gewohnliche (retardierte) Greensche Funktionen, die fiir reelle
Zeiten definiert sind, benétigt. Wir werden dazu zeigen, wie man solche Green-Funktionen aus den
entsprechenden Matsubara-Funktionen durch analytische Fortsetzung berechnen kann.

Falls es die Zeit erlaubt, werden wir uns dann noch mit der Pfadintegralformulierung und nichta-
belschen Eichtheorien (vornehmlich der Quantenchromodynamik (QCD), die die starke Wechsel-
wirkung zwischen Quarks und Gluonen beschreibt) in Kapitel ?? beschiftigen.






Konventionen

Im folgenden verwenden wir stets natiirliche Einheiten, fiir die die modifizierte Plancksche Konstan-
te # = 1 und die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ¢ = 1 gesetzt werden. Als verbliebene Energieein-
heit werden wir vornehmlich GeV und als Lingeneinheit Fermi (1 fm = 10~'°m) verwenden, die in
der Hochenergiephysik bequem sind. Zur Umrechnung von Groflen in gewdhnlichen (SI-)Einheiten
bendtigen wir dann nur noch den Umrechnungsfaktor

BHc ~0.197 GeV fm.

Bzgl. thermodynamischer Groflen verwenden wir auch noch die Konvention, daf§ die Boltzmann-
Konstante k; = 1 gesetzt wird. Temperaturen werden also direkt in Energieeinheiten (also MeV oder
GeV) gemessen, was wie die Wahl der Energie- und Lingeneinheit bequeme Gréflenordnungen fir
die relativistische Kernphysik mit Anwendungen auf Schwerionenstofie wie sie bei den Schwerionen-
beschleunigern SIS (GSI Darmstadt), SPS (CERN Genf), RHIC (Brookhaven National Laboratory,
Upton, NY) sowie dem seit neuestem in Betrieb gegangenen LHC (CERN Genf) und der in Planung
befindlichen neuen Anlagen FAIR (Darmstadt) und NICA (Dubna) untersucht werden.

Fir Minkowski-Raumgroflen (also Vektoren, Tensoren und Spinoren) werden wir die ,,Westkiisten-
konvention®, fiir die die Pseudometrik g = g =diag(1,—1,—1,—1) ist, verwenden.
In der (Quanten-)Elektrodynamik verwenden wir die fiir die relativistische Theorie besonders an-

gepafiten rationalisierten Heaviside-Lorentz-Einheiten. In diesen Einheiten lautet das Coulombsche
Gesetz fiir das Kriftepotential zwischen zwei Punktladungen
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wo g, und ¢, die Ladungen und r den Abstand der beiden Punktteilchen bezeichnen. Die Elementar-
ladung bezeichnen wir mit e > 0, so daf} ein Proton oder Positron die Ladung +e und ein Antipro-
ton oder Elektron die Ladung —e tragen. Den Zahlenwert in unseren natiirlichen Heaviside-Lorentz-
Einheiten erhalten wir aus dem Zusammenhang mit der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstanten

e? 1

—_—

a=—r~—.
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Bzgl. Literatur sei auf die folgenden grundlegenden Lehrbiicher verwiesen:

Relativistische Quantenfeldtheorie (QFT): [Wei95, [Wei96] (dieses verwendet leider die ,,Ostkiisten-
metrik®; also ist bzgl. der Vorzeichen Vorsicht beim Vergleichen mit Formeln mit denen in diesem
Skript geboten), [PS95, BL86].

Relativistische QFT bei endlichen Temperaturen und/oder Dichten: [KGO6, [LeB96]] (das letztere Buch
behandelt auch den sogenannten real-time-Formalismus, der aber erst fiir Anwendungen auf Nicht-
gleichgewichtssituationen notwendig ist).
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Kapitel 1

Erinnerung an die Statistische Thermodynamik

In diesem Kapitel fassen wir kurz die wesentlichen Grundlagen der statistischen Thermodynamik zu-
sammen, wobei wir uns auf Gleichgewichtszustinde und das groflkanonische Ensemble beschrin-
ken. Wesentlich fiir die Thermodynamik ist der Begriff der Entropie, die wir hier tiber die von
Neumann-Entropie des Statistischen Operators einfithren. Ein tieferes Verstindnis der Entropie lie-
fert die Informationstheorie, die aus der statistischen Signaltheorie hervorgegangen ist, wo der infor-
mationstheoretische Entropiebegritf von Shannon eingefiithrt wurde. Dieses Konzept wurde dann von
Jaynes auf die Quantentheorie angewandt. Einfithrungen zum informationstheoeretischen Zugang zur
statistischen Physik bieten [[Jay57al [Jay57b, Kat67, Hob87, [Hee08]).

1.1 Gemischte Zustande

Im Rahmen der Quantentheorie lif3t sich ein System nicht genauer determinieren als es durch seine
Priparation in einem durch einen normierten Zustandsvektor |¢)) reprisentierten Zustand moglich
ist. Dies kann z.B. dadurch geschehen, daf§ man ihn zur Zeit ¢ =0 in einem simultanen Eigenzustand
eines vollstindigen Satzes kompatibler Observabler pripariert. Die physikalische Bedeutung dieser
vollstindigst moglichen Festlegung des Systemzustandes ist allerdings allein durch den statistischen
Gehalt des Zustandsvektors gemif} der Bornschen Formel

P@)=3 la,al$) (1.1.1)

gegeben. Dabei sollen die Vektoren |4, @) Eigenvektoren des die Observable A reprisentierenden selbst-
adjungierten Operators A zum Eigenwert a sein. Die Variable a z3hlt im Falle von Entartung die Ei-
genzustinde zu diesem Eigenwert a durch. Wir haben auch vorausgesetzt, daf$ die Vektoren |2, a) ein
vollstindiges Orthonormalsystem bilden, d.h. daf}

<a,a|a/,0/> =38,/0,4 (1.1.2)

1St.

Selbst bei vollstindiger Priparation des Systems sind somit nicht die Werte aller Observabler festge-
legt, sondern nur derjenigen Observablen, die ihrerseits mit den Observablen des vollstindigen Satzes
kompatibler Observabler kompatibel sind. Die Quantentheorie ist eine statistische Beschreibung der
Realitit, und die Notwendigkeit einer statistischen Beschreibung riihrt nicht von unserer mangelnden
Kenntnis iiber den Systemzustand her, sondern ist prinzipieller Natur: Der Quantentheorie zufolge
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Kapitel 1 - Erinnerung an die Statistische Thermodynamik

konnen eben keine zwei nichtkompatiblen Observablen simultan wohlbestimmte Werte besitzen. Die
Unbestimmtheit der einen Observable bei Festlegung der anderen ist also unvermeidlich.

In vielen Fillen werden wir aber noch nicht einmal volle Kenntnis vom Systemzustand besitzen, d.h.
wir haben i.a. das System gar nicht in einem durch einen Zustandsvektor ¢ reprisentierten Zustand|
pripariert. In solchen Fillen kann man aber immer noch ,Quantenstatistik“ betreiben, d.h. eine sta-
tistische Beschreibung im gleichen Sinne wie in der klassischen Statistischen Mechanik vornehmen.
Diese statistische Beschreibung ist nun von der quantenmechanischen Statistik eines reinen Zustandes
qualitativ verschieden, denn es handelt sich um eine statistische Beschreibung aufgrund einer unvoll-
stindigen Kenntnis des Systemzustandes, wihrend die statistischen Eigenschaften des reinen Zustandes
prinzipiell nicht durch genauere Priparation des Systems beseitigt werden konnen.

Wenden wir uns also der Frage zu, wie man das System im Falle nicht vollstindig vorgenommener
Priparation quantenstatistisch beschreiben kann. Eine typische Priparation dieser Art konnen wir
uns folgendermaflen vorstellen: Nehmen wir an, wir kdnnten Teilchen in reinen Zustinden |¢), |¢,),
...|¢,,) priparieren, z.B. durch Festlegung der Werte eines vollstindigen Satzes kompatibler Observa-
bler. Diese Sitze von kompatiblen Observablen kénnen dabei aber fiir jeden dieser reinen Zustinde
durchaus unterschiedlich sein. Insbesondere konnen sie auch untereinander inkompatibel sein!

Jedem dieser reinen Zustinde entspricht nach der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation ein
Ensemble von voneinander unabhingig immer gleichartig praparierten Teilchen, wobei der reine Zu-

stand durch den jeweiligen Zustandsvektor ‘gb ]-> (G €1{1,2,...,n}) reprisentiert wird.

Wir kénnen nun ein gemischtes Ensemble (kurz ein Gemisch) erzeugen, indem wir einem Experi-
mentator zufillig (und unkorrelliert) immer jeweils Teilchen von irgendeinem dieser reinen Zustinde
schicken, und zwar mit der Wahrscheinlichkeit P; >0, Z;’:lpj = 1, ein im reinen Zustand |¢ ]»)
prapariertes Teilchen. Welche statistischen Eigenschaften wird dieser Experimentator dann feststellen?

Diese Frage behandelt die elementare Wahrscheinlichkeitstheorie. Angenommen der Experimenta-
tor mifdt irgendeine Observable A. Vorausgesetzt das Teilchen stammt aus dem zum reinen Zustand

‘gb j> gehorigen Ensemble. Dann wire die Wahrscheinlichkeit, einen méglichen Mefiwert 4 zu mes-

sen, durch gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, daf§ das Teilchen tatsichlich aus diesem Ensemble

stammt, ist nun voraussetzungsgemdf} P;. Da wir voraussetzen, daf} die Teilchen unkorreliert, d.h.

stochastisch unabhingig voneinander aus jeweils einem der » Ensembles stammen, ist fiir den Expe-
rimentator die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von A den Mefiwert 4 zu finden, durch

P(a):ipjw%(a)zznzpjz<a,a‘¢j><¢j‘a,a> (1.1.3)
=1 =1 a

gegeben.
Dies fithrt uns dazu, dem Gemisch den Statistischen Operator

R:Zle‘Wj><Wj’:21PjP¢j (1.1.4)
j= =

zuzuordnen. Ein reiner Zustand ist in dieser Formulierung offenbar genau dann gegeben, wenn der
Priparator dem Experimentator jedesmal ein Teilchen, das in genau einem Zustand |¢,) pripariert ist,
zukommen lifit. Dann ist Py = 1 und P; = 0 fiir j > 2, und der Statistische Operator des reinen

1Solche Zustinde des Systems werden in diesem Zusammenhang auch genauer als reine Zustinde bezeichnet.
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1.2 - Die Bewegungsgleichung fiir den Statistischen Operator

Zustandes folglich durch den Projektionsoperator

P¢1 =10 (4l (1.1.5)

gegeben.

Setzen wir (1.1.4) in (1.1.3) ein, ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit, beim Messen der Observablen
A den Wert a zu finden,

P(a):Z(a,a|R|a,a). (1.1.6)

a

Diese Gleichung ist offenbar auch fiir einen reinen Zustand korrekt, d.h. mit der Bornschen Formel

(1.1.1) kompatibel, wenn wir (1.1.5) als Statistischen Operator verwenden:

(a|Py, ) =(alg)) (g1 ]a) =, (a) (1.17)

Der Statistische Operator ist offensichtlich selbstadjungiert, und die Wahrscheinlichkeiten sind posi-
tiv semidefinit. Summieren bzw. integrieren wir die Wahrscheinlichkeiten tiber ein vollstindiges Or-
thonormalsystem (VONS) von Eigenvektoren von A, erhalten wir

Zp(ﬂ):ipj =1, (1.1.8)
j:l

a

wie es sein mufl, denn wir wissen, daf} jedes Teilchen des Gemisches, das durch R beschrieben wird,
aus einem der Ensembles, die durch die reinen Zustinde ‘gb ]~> beschrieben werden, stammt und daf$
man bei der Messung von A mit Sicherheit einen Eigenwert a des dazugehorigen Operators A findet.

Fiir den Erwartungswert einer beliebigen Funktion f(A) ergibt sich

(f(A) =D f@)P(a)=D {a,a|Rf(A)la,a) = Tr[R(1)f (A)]. (1.1.9)

a,a

Dabei ist die Spur eines Operators definiert als

TrB=>_(u,|B|u), (1.1.10)
k

wobei {|#,)} ) €in beliebiges VONS bezeichnet. Man kann leicht nachweisen (Ubung!), daf} die Spur
unabhingig von dem in dieser Definition benutzten VONS {|#;)} ¢ ist. Auflerdem gilt (unabhingig
davon, ob die Operatoren A und B kommutieren oder nicht)

Tr(AB) = Tr(BA). (1.1.11)

1.2 Die Bewegungsgleichung fiir den Statistischen Operator

Wir arbeiten im folgenden im Heisenberg-Bild der quantenmechanischen Zeitentwicklung, da sich
dieses im nichsten Kapitel als besonders bequem fiir die relativistische Quantenfeldtheorie erweisen
wird. Dieses Bild zeichnet sich dadurch aus, daf$ sich Observablenoperatoren gemify der Bewegungs-
gleichung

EA(t) == [A(r),H], (1.2.1)

11



Kapitel 1 - Erinnerung an die Statistische Thermodynamik

wobei H der vollstindige (nicht explizit von der Zeit abhingige) Hamiltonoperator des Systems ist.
Diese Gleichung wird offensichtlich durch

A(t) = exp(itH)A(0)exp(—itH) (1.2.2)

gelost, wie man durch Ableiten nach der Zeit unmittelbar nachweist. Entsprechend folgt fiir die Eigen-
vektoren

A(t)|a,t) =ala,t) = |a,t) =exp(itH)|a,0). (1.2.3)

Die Zustandsvektoren sind zeitunabhingig, d.h. |¢(¢)) =|4(0)) = const. Entsprechend ist der Statisti-
sche Operator gemif3 zeitunabhingig, d.h. es gilt

dR =0 1.2.4
T (£)=0. (1.2.4)

Denkt man sich den Statistischen Operator als Funktion von (nicht explizit zeitabhingigen) Observa-
blenoperatoren und evtl. explizit der Zeit dargestellt, d.h. R(z) = R(Ay,..., A, ;t), so folgt daraus die

von Neumann-Gleichung

dR 1 a

wobei die partielle Zeitableitung der expliziten Zeitabhingigkeit des Statistischen Operators Rechnung
tragt.

Fiir die Zeitabhingigkeit von Erwartungswerten (evtl. explizit zeitabhingiger) Observabler O(z) folgt

d do dR7 5. [dO do
—{O()=Tr [ER(t)-I-O(t)g} Tr [ER@)} :< dit)>. (1.2.6)

Dies ist das Ehrenfestsche Theorem (geschrieben im Heisenbergbild! Eine bildunabhingige Formu-
lierung der Quantentheorie findet man in [Fic79].).

1.3 Die Entropie
Die Entropie wird nach von Neumann als Funktional des Statistischen Operators eines Systems durch

S[R]=—(InR)g =—Tr[RInR] (1.3.1)

definiert und ist ein Maf} fiir die fehlende Information {iber den Systemzustand bei gegebenem Sta-
tistischen Operator. Wir wollen diese Interpretation als Informationsmaf} in dieser Vorlesung nicht
genauer begriinden. Wir bemerken nur, dafl fiir einen reinen Zustand R, = [¢) (¢|

S[R,]=0 (13.2)

ist. Dabei verwenden wir bei der Spurbildung in der Entropieformel fiir den Fall, daf} fiir einen nor-
mierten Vektor |7) das Matrixelement R, = (n |R|n) =0 ist

lim R,, InR,, =0. (1.3.3)

le—>0Jr

12



1.4 - Das grofskanonische Ensemble

Zur Berechnung von (1.3.2) denken wir uns ein Orthonormalsystem {|)}, ¢, mit [1) = |¢) gegeben.
Dannist Ry;y =1und Ry, =0 fiir » > 2. Mit dem Grenzwert 1) erhalten wir dann

S[R¢] :_ZR¢,nn lnR¢,nn =-1-In1=0. (1.3.4)
n=1

Die Kenntnis eines reinen Zustands ist also in diesem Sinne vollstindig, wie es fiir die Quantentheorie
sein muf$. Allgemein kénnen wir bei der Spurbildung als VONS die Eigenvektoren |7) des Statistischen
Operators verwenden)

S[R]=->_R,,InR,,. (1.3.5)
n=1

Da R ein positiv semidefiniter selbstadjungierter Operator mit
[&°]
TrR=>_R,,=1 mit R,, >0 (1.3.6)
n=1

ist, mul 0 < R, , <1 sein. Dies ergibt sich auch daraus, daf§ R, die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, bei
einer Messung eines geeigneten vollstindigen Satzes kompatibler Observabler, fiir die |) ein Eigensy-
stem ist, das System im Zustand |7) vorzufinden. Jedenfalls folgt aus (1.3.6) wegen Inx < 0 fiir x < 1,
daf§

S[R]>0 (1.3.7)

ist.
Nach dem Prinzip vom geringsten Vorurteil miissen wir nun denjenigen Statistischen Operator
wihlen, der unter Berticksichtigung der vorliegenden Information die maximale Entropie ergibt.

1.4 Das grofikanonische Ensemble

In dieser Vorlesung werden wir ausschliellich die groff)kanonische Beschreibung thermodynamischer
Systeme verwenden, da diese fiir praktische Probleme am einfachsten zu handhaben ist und die wesent-
lichen Aspekte der Beschreibung makroskopischer Systeme abdeckt. Das paradigmatische Beispiel fiir
diese Beschreibung ist ein Gas oder Plasma in einem Behilter. Dabei greift man sich ein sehr grofies
Teilvolumen dieses Behilters heraus, so daff die darin enthaltenen Gasteilchen (also Atome, Molekiile
oder Ionen) mit den {ibrigen Gasteilchen und mit den Behilterwinden Energie austauschen konnen.
Zugleich liegt auch die Teilchenzahl in dem Teilvolumen nicht exakt fest, denn es konnen sich Teilchen
aus dem Teilvolumen heraus- oder in es hineinbewegen.

Wegen der von Neumann-Gleichung (1.2.5) liegt genau dann ein stationirer Zustand vor, d.h.
JR/Jt=0, wenn [R,H]=0 (1.4.1)

ist. Ein Statistischer Operator beschreibt also genau dann einen stationdren Zustand, wenn er eine
Funktion der Erhaltungsgrofien des Systems ist und nicht explizit von der Zeit abhingt. Fiir das
grofSkanonische Ensemble betrachtet man die Energie und eine erhaltene Ladung Qffals die fiir

2Wir schreiben im folgenden die Formeln fiir den Fall, daf§ der Statistische Operator ein rein diskretes Spektrum besitzt.
Fiir den Fall, dafl er auch kontinuierliche Eigenwerte besitzt, ist entsprechend zu integrieren.
’Die Verallgemeinerung auf mehrere erhaltene Ladungen ist kein grofieres Problem.
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Kapitel 1 - Erinnerung an die Statistische Thermodynamik

die Beschreibung wichtigen Erhaltungsgrofen] Allerdings betrachten wir ja nur ein Teilvolumen ei-
nes grofleren Gesamtvolumens eines Gases, und da muf$ die Energie und die betrachtete Ladung nicht
exakt erhalten sein. Im Gleichgewichtszustand diirfen wir aber erwarten, daff es keinen makrosko-
pischen Energie- und Teilchenfluf§ geben wird, d.h. im Mittel tiber nicht zu kleine Volumen wird
die Gesamtenergie und Teilchenzahl der in dem betrachteten Volumen enthaltenen Teilchen konstant
sein, und wir geben die mittlere Energie und die mittlere Ladung als bekannte Groflen vor.

Nach dem Prinzip vom geringsten Vorurteil suchen wir also denjenigen Statistischen Operator R, fiir
den die Entropie (1.3.1) maximal wird, wobei die Einschrinkungen

TrR=1, (H)=TrHR=U, (Q)=Tr(QR)=Q (1.4.2)

erfiillt sein miissen. Eine solche Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen 16st man bekanntlich mit
Hilfe der Methode der Lagrange-Parameter, d.h. wir betrachten das Funktional

S[R]=S[R]—{(@— 1)1+ BH+aQ)=—Tr{R[InR +(® - 1)1+ SH+2Q]}. (1.4.3)

Dabei sind ®, 8 und a die Lagrangeparameter, die so zu bestimmen sind, daf§ die drei Zwangsbedingun-
gen (1.4.2) erfiillt sind. Wir suchen nun denjenigen Statistischen Operator R, fiir den §'[R] maximal
wird. Dazu variieren wir (1.4.3) nach R, wobei wir uns Dank der Lagrange-Parameter nicht mehr um
die Nebenbedingungen zu kummern brauchen:

SS'[R]=—=Tr[(InR+(2—- 1)1+ SH+aQ+1)8R]

. (1.4.4)
=—Tr[(InR+21+BH+2Q)SR] =0
Da SR beliebig ist, muf} die Klammer verschwinden, und daraus folgt
R =exp(—®1 — SH — aQ). (1.4.5)
Es gilt
TrR = exp(—®) Tr[exp(— BH — a Q)] = exp(—®)Z (3, a) 21=0=InZ. (1.4.6)
Die Grofle
Z =Tr[exp(—SH - 2Q)] (1.4.7)

heiflit groflkanonische Zustandssumme und ® = InZ groflkanonisches thermodynamisches Po-
tential. Es ist klar, daf} die thermodynamischen Groflen im allgemeinen noch von dufleren System-
parametern abhingen werden, die in den obigen Formalismus iiber den Hamiltonoperator und den
Ladungsoperator oder auch durch Randbedingungen eingehen. Ein wichtiges Beispiel fiir den letzteren
Fall ist das betrachtete Volumen V/, das durch geeignete Randbedingungen an die Wellenfunktionen
in der Ortsdarstellung beschrieben wird. Darauf gehen wir im nichsten Kapitel konkret ein. Fiir die
jetzt folgenden allgemeineren Betrachtungen, geniigt es, einfach davon auszugehen, daf die thermody-
namischen Groflen auch vom Volumen abhingen.

*Man kann in der relativistischen Physik nicht die Gesamtteilchenzahl in einem Gleichgewichtsensemble verwenden,
da diese i.a. nicht erhalten ist, denn es konnen bei hinreichend hoher Temperatur stets Teilchen-Antiteilchenpaare erzeugt
und vernichtet werden, so daf§ die Teilchenzahl fiir eine Teilchenspezies des betrachteten Systems i.a. nicht konstant sein
wird. Dafiir sind aber bestimmte Ladungen, z.B. die elektrische Ladung oder die Netto-Baryonenzahl (im Standardmodell
der Elementarteilchen) erhalten.
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1.5 - Phinomenologische Thermodynamik

Die groflkanonische Zustandssumme ( ist deshalb duflerst niitzlich, weil wir bei ihrer Kenntnis
sofort die mittlere Energie und die mlttlere Ladung ausrechnen konnen. Da die Teilchenzahl voraus-
setzungsgemifl eine Erhaltungsgrofie ist, mufl [Q,H] = 0 sein, und wir kénnen die Ableitungen nach
den Lagrangeparametern bilden, als wiren H und Q Zahlen, d.h. es ist

ﬂ Z(B,a,V)=—=Tr[Hexp(—fH — Q)] =-Z(B,a,V)(H) =—Z(B,a, V)U(B,a,V). (1.4.8)

Also ist

iZ(ﬁ,oc,V) —ian (B,a,V)= ——<I> (B,a,V). (1.4.9)

1
VeV = Gav) 27 EYe EYe

Genauso folgt
d
Q(B,a, V):—8—<I>(,8,a, V). (1.4.10)
a
Wir geben schliellich noch die Entropie fiir den groflkanonischen Gleichgewichtsoperator (1 an:

S(B,a,V)=-=Tr(RInR)=®+ (BH+ Q)

=9(8,a,V)+ BU(B,a,V)+aQ(B,a,V). (1.4.11)

1.5 Phinomenologische Thermodynamik

Um den Anschlufl der groflkanonischen Groflen an die iiblichen Grofien der phinomenologischen
Thermodynamik zu finden, gehen wir vom ersten Hauptsatz der Thermodynamik aus, demzufolge
eine infinitesimale Zustandsinderung zur Anderung der inneren Energie

dU = TdS — pdV + dQ (1.5.1)

tithrt, wobei T die Temperatur, p den Druck und u das thermodynamische Potential des Systems
bezeichnen. Dies 16sen wir nach

1
dS = —(dU + pdV ~ udQ) (1.5.2)

auf. Die ,natiirlichen unabhingigen Variablen® fiir die Entropie sind also U, V und Q, und es gelten
die thermodynamischen Beziehungen

S(U,V,Q)=— _E (15.3)

— SSUVQ=L Zswv.Q=

au 2Q
Vergleichen wir nun mit (1.4.11). Dazu bilden wir das totale Differential dieser Gleichung,
wobei wir zunichst 3, @ und V als unabhingige Variablen zu verwenden haben. Dann folgt unter

Beriicksichtigung von (1.4.9) und (1.4.10) nach einigen Zusammenfassungen

ds = [ﬁdU +adQ +dV%<I>(,6,a, V)} . (1.5.4)
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Kapitel 1 - Erinnerung an die Statistische Thermodynamik

Vergleichen wir (1.5.4) mit (1.5.2), erhalten wir die Beziehungen

1 u o
B = a = v (B,a,V) (1.5.5)

N~

Eine typische Berechnung der Zustandsgleichungen eines Systems mit Hilfe des groffkanonischen
Formalismusses besteht also darin, zunichst die Zustandssumme Z bzw. das kanonische Potential ®
als Funktion von 3, @ und V zu berechnen. Dadurch sind U, N und § gemif§ (1.4.9H1.4.11) als Funk-
tion dieser groffkanonischen unabhingigen Variablen bestimmt. Uber (1.5.5) gewinnen wir dann die
phinomenologischen Grofien.

Daraus folgen dann alle {ibrigen thermodynamisch interessanten Grofen. Dies erkennen wir, indem
wir uns der physikalischen Interpretation des ersten Hauptsatzes erinnern. Demnach idndert
sich die innere Energie durch Anderung der Entropie, des Volumens und der Teilchen entsprechend
der drei Terme im totalen Differential (1.5.1). Der erste Term bedeutet dabei die Zu- bzw. Abfuhr
von Wirmeenergie 8 Q = 7dS zum System bzw. aus dem System, der zweite die mechanische Ar-
beit §W = —pdV und schliefflich der dritte die Energieinderung aufgrund der Hinzufiigung oder
Entnahme der betrachteten erhaltenen Ladung in das System bzw. aus dem System. Dies entspricht
auch Transportgroflen im Gleichgewichtslimes, nimlich dem Flufl von Wirme, mechanischer bzw.
chemischer Energie. Dabei mufl man sich allerdings die Zustandsinderungen so langsam ausgefiihrt
vorstellen, daf§ das System sich stets im Gleichgewicht befindet, bzw. man fithrt die Zustandsinderung
aus und wartet hinreichend lange, so daf sich das Gleichgewicht fiir die neue Situation einstellt und
betrachtet die Anderung der betreffenden Energieanteile zur Gesamtenergieinderung erst nach dieser
Einstellung des neuen Gleichgewichts.

Eine interessante Grofe ist auch die Warmekapazitit, die die Energie angibt, die man pro Teilchen
bendtigt, um dem System unter bestimmten Nebenbedingungen Wirme zuzufiihren, um die Tempe-
ratur um einen bestimmten Betrag zu indern. Gemif} ist die innere Energie U(S,V,Q) das
geeignete thermodynamische Potential, um die Wirmekapazitit bei konstant gehaltenem Volumen

und Teilchenzahl zu bestimmen:
U
aT V.Q

Dabei bedeuten die Indizes an den in Klammern eingeschlossenen partiellen Ableitungen die bei dieser
Ableitung konstant zu haltenden Groflen. Wir miissen also ggf. die natiirlichen unabhingigen Varia-
blen einer Zustandsgrofle durch andere ersetzen, um weitere Grofien zu erhalten.

1.6 Legendre-Transformationen thermodynamischer Potentiale

Dabei sind andere thermodynamische Potentiale niitzlich. Dazu stellen wir zunichst eine allgemeine
thermodynamische Betrachtung an. In der Thermodynamik lassen sich die Groflen in Quantititsgro-
len (extensive Variablen) und Intensititsgroflen (intensive Variablen) unterscheiden. In unseren
obigen Betrachtungen waren z.B. U, § und Q extensive und 7, p und y intensive Groflen. Halten
wir die intensiven Groflen konstant und erhéhen die Teilchenzahl N um einen Faktor A, miissen sich
erfahrungsgemifd auch alle tibrigen extensiven Groéfien um denselben Faktor A dndern. Wir haben also
das Skalenverhalten

U(AS, AV, AN) = AU(S, V, Q), (1.6.1)

16



1.6 - Legendre-Transformationen thermodynamischer Potentiale

d.h. U als Funktion von extensiven Grofien ist eine homogene Funktion ersten Grades dieser Gro-
Ren. Differenzieren wir diese Gleichung nach A und setzen anschlieflen A =1 erhalten wir

u=s(5) +v(5y) +e(5e). - (162)
8 ) vq IV /)sq aQ /sy
Der Vergleich mit liefert andererseits die thermodynamischen Beziehungen
(20) n(2) o () 16
8 ) vq IV )sq aQ /sy
und daher folgt aus
U=TS—pV+uQ. (1.6.4)

Wir kénnen nun weitere thermodynamische Potentiale mit Hilfe der Legendretransformation erhal-
ten. Diese hat zum Ziel, an andere natiirliche unabhingige Variable angepafite Groflen zu erhalten.
Fiihren wir z.B. die Enthalpie vermoge

H=U+pV (1.6.5)
ein so ergibt der erste Hauptsatz
dH =dU + pdV +Vdp =TdS+ Vdp + udQ. (1.6.6)

Dies besagt, dafl die natiirlichen unabhingigen Variablen fiir die Enthalpie S, p und N sind. Es gelten
die thermodynamischen Beziehungen

() o () v () - o
8/ ,0 ap/sq aQ /s,
Aus der Enthalpie erhalten wir die Warmekapazitit bei konstantem Druck zu
C,o= @—;I) . (1.6.8)
PQ

Gemif3 gilt noch die Beziehung
H=TS+ Q. (1.6.9)
Die Helmholtzsche Freie Energie ist hingegen durch
F=U-TS=-pV+uQ (1.6.10)
definiert. Mit dem ersten Hauptsatz erhalten wir
dF =dU - TdS — SdT = -S§dT — pdV + ndQ. (1.6.11)

Die natiirlichen unabhingigen Variablen sind 7', V und N, und es gelten die thermodynamischen

Relationen
GFN o (9F\  _ IF\ e
ot )= \av),, =" \an),, " (1.6.12)

17



Kapitel 1 - Erinnerung an die Statistische Thermodynamik

Die Gibbssche Energie ist wiederum eine Legendretransformierte der freien Energie
G=F+pV =uQ. (1.6.13)
Mit erhalten wir
dG=dF + pdV +Vdp =-8dT + Vdp + ndQ, (1.6.14)

d.h. die natiirlichen Variablen sind 7', p und N. Die dazugehorigen thermodynamischen Relationen

lauten
<3G> G <3G> v <3G> (1.6.15)
- — e —_ = s e :/,l .0.
aT 2.0 ap 7.0 aQ T.p

Schlieflich ergibt sich noch das groffkanonische Potential mit etwas umdefinierten unabhingigen Va-
riablen als
Q=F—uQ=—pV. (1.6.16)

Verwenden wir wieder (1.6.11), erhalten wir
dQ=dF — 4dQ — Ndu =—-8dT — pdV — Ndp. (1.6.17)

Die unabhingigen Variablen sind hier 7', V und u, und es gelten die Relationen

<m> ; <39> <ag> 0 et
_ =-S5, I :_p, —_ = —0Q). .0.
T )., V), 2u) 1y

Vergleichen wir dies mit unserer urspriinglichen Definition (1.4.6). Aus (1.4.11) und (1.5.5) folgt

U-uQ+To=TS, (1.6.19)
und daher
TO=U-TS—uQ=F-uQ &g (1.6.20)
In die urspriinglichen statistischen Variablen geschrieben ist also wegen
0O T® &B,a,V
_a_Te_o(beV) (1.6.21)

PRV T T Ay

Das grofikanonische Potential liefert also auch unmittelbar die Zustandsgleichung des Systems.

1.7 Zum Transformationsverhalten thermodynamischer Gréfien

An dieser stelle sind einige Bemerkungen tiber das Transformationsverhalten thermodynamischer Gro-
len bzgl. Lorentztransformationen angebracht, da iiber dieses Thema eine verwirrende Fiille unter-
schiedlicher Betrachtungen in der Literatur existieren, die (ibrigens wie auch der ungliickliche Begriff
der ,bewegten Masse® fiir den Ausdruck 72/4/1— v etc.) auf Miflverstindnisse aus der Frithzeit der
Relativitdtstheorie zuriickzuftihren sind. Wir folgen hier der modernen Sichtweise, die nicht zuletzt
auch deshalb gerechtfertigt erscheint, weil die damit zusammenhingende Definition der thermodyna-
mischen Groflen auch auf die Allgemeine Relativititstheorie anwendbar ist, was nur gelingt, wenn
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1.7 - Zum Transformationsverbalten thermodynamischer Grofsen

die Grofien so definiert werden, daff sie ein definiertes Transformationsverhalten unter (lokalen) Lo-
rentztransformationen besitzen.

Wir sind oben stillschweigend davon ausgegangen, daf} wir die thermodynamischen Grofen im Ruh-
system des betreffenden makroskopischen Systems definiert haben. Betrachten wir etwa ein Gas, ist
dieses durch dasjenige Bezugssystem vorgegeben, in dem der Behilter, in dem es enthalten ist, ruht.
Freilich gilt diese Betrachtung auch fiir ein willkiirlich herausgegriffenes Teilvolumen des Gases wie bei
der obigen Betrachtung des groffkanonischen Ensembles oder in der Fluiddynamik (also der Hydro-
und Aerodynamik), wo lokales thermodynamisches Gleichgewicht herrscht. Demzufolge ist unse-
re Temperaturdefinition so zu verstehen, dafl dies die Temperatur fiir einen Beobachter darstellt, der
sich relativ zum dem betrachteten Fluidvolumenelement in Ruhe befindet. Dies lif3t sich konzeptio-
nell auch sehr leicht im praktisch operationalen Sinne analysieren: Wollen wir die Temperatur eines
Systems messen, miissen wir ein geeignetes Thermometer derart mit dem System in Kontakt bringen,
daf§ es Energie mit thm austauschen kann, wobei definitionsgemif} das Thermometer relativ zu dem
vermessenen System ruht. Durch diese Temperaturdefinition wird ein ausgezeichnetes Bezugssystem
definiert. Oft wird auch etwas ungenau von einer Brechung der Lorentzinvarianz im Kontext mit
Vielteilchensystemen gesprochen. Freilich ist die Lorentzinvarianz der Naturgesetze nicht tatsichlich
verletzt, sondern es ist eben lediglich durch das Ruhsystem des betrachteten makroskopischen Systems
ein Bezugssystem objektiv physikalisch ausgezeichnet, und dieses wird zur Definition der intrinsischen
Groflen desselben benutzt. Die Temperatur ist folglich ein Lorentz-Skalar. Ebenso bezieht sich die
moderne Definition der Masse und des Spins von Teilchen auf das Ruhsystem der Teilchen (vgl. unsere
Betrachtungen zum masselosen Fall in Abchnitt [2.1).

Die Thermodynamik lift sich demnach wie folgt auch manifest kovariant definieren. Dazu muf§ man
lediglich die Vierergeschwindigkeit des Fluidelements #* einfithren. Dies ist ein Vierervektor. In
einem vorgegebenen Bezugssystem, wo es die Dreiergeschwindigkeit of| besitzt, ist

1
(u")= - <717> = uﬂt“:l. (1.7.1)

Eine erhaltene Ladung ergibt sich stets aus einem Viererstromdichtevektor

JH = pout = <';i> , (1.7.2)

wobei p, die Ladungsdichte im Ruhsystem des Fluidelements ist. Die Gesamtladung des Fluidele-
ments ist dann als intrinsische Grofle desselben durch

Q= JV $50odV, = fv PP%odV (1.7.3)

gegeben. Dabei ergibt sich die letztere Identitdt daraus, dafl wegen der Lingenkontraktion dV =
V1-92dV, und p = py/v/1— 3 gilt. Demnach ist also die Gesamtladung Q eine skalare Grofe.

Damit ist die manifest kovariante Schreibweise fiir den groffkanonischen Statistische Operator durch

1
R= Eexp[—ﬁ(uMP"‘ —uQ)l, Z(w; 5, u)=Trexp[—SB(u, P — uQ)]. (1.7.4)

Dabei bilden 5 und #,, insgesamt dre: Lagrangeparameter zur Beriicksichtigung des mittleren Gesamt-

viererimpulses des Systems. Es ist klar, dafl im Ruhsystem #° =1, # = 0 ist und folglich (P = HO

>Man beachte, daf} ¥'nicht die Raumkomponenten eines Vierervektors sind!
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Kapitel 1 - Erinnerung an die Statistische Thermodynamik

der Hamiltonoperator im Ruhsystem ist. Es ist daraus auch klar, dafy das chemische Potential ein
Skalar ist. Der Statistische Operator und damit auch die Zustandssumme ist ein Skalarfeld bzgl. des
Arguments #. Damit ist auch die Entropie in diesem Sinne ein Skalar.

Bleibt noch die Natur des Drucks zu kliren. Betrachten wir dazu z.B. ein ideales Fluid. Energie- und
Impulsdichte sind im relativistischen Kontext zum Energie-Impuls-Spannungstensor zusammenzu-
fassen. Im Ruhsystem des Fluids ist

T(g)v =diag(e, p, p, p)- (1.7.5)

Dabei ist zu beachten, dafl in der Energiedichte (% die Ruhemasse sowie die inneren Anregungen der
Konstituenten (z.B. Vibrationen und Rotationen von Molekiilen oder Anregungen héherer Atomzu-
stinde als dem Grundzustand etc.) eingehen. In einem beliebigen Bezugssystem konnen wir mit Hilfe
der Vierergeschwindigkeit des Fluidelements offenbar

T =(e+p)utu’—pgt (1.7.6)

schreiben, und dies ist ein kovarianter Ausdruck, wobei zu beachten ist, dafl sich Druck und Energie-
dichte auf das Ruhsystem des betrachteten Fluidelements beziehen. Diese Betrachtungen lassen sich
entsprechend auf nichtideale Fluide verallgemeinern. Wir gehen darauf hier nicht niher ein, da wir im
Verlauf dieses Skripts noch aus Sicht der statistischen Vielteilchentheorie im Detail darauf zurtickkom-
men werden.
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Kapitel 2

Thermische Quantenfeldtheorie freier Teilchen

2.1 Poincaréinvarianz

Wir setzen in dieser Vorlesung die grundlegende Konstruktion der Feldgleichungen aus der Poin-
caréinvarianz. Wir geben in diesem Abschnitt nur eine kurze Zusammenfassung. Genaueres zur Dar-
stellungstheorie der Poincarégruppe findet sich in [Wig39, Wei95} SU01, [Hee02]).

Bei der Konstruktion der Darstellungen der Poincarégruppe stellt sich heraus, daf§ der Zustand eines
freien Teilchens durch Impuls und Spin festgelegt ist, wobei der Zusammenhang zwischen Energie und
Impuls durch die on-shell-Bedingung

k2 =k bt = k2 — k2 = m?, 2.1.1)

gegeben ist. Dabei ist 7 die invariante Masse des Teilchens, wobei 722 > 0 sein kann.

Fiir massive Teilchen, also 72 > 0, kann stets ein Ruhsystem des Teilchens definiert werden, denn man
kann zu jedem zeitartigen Vlerervektor k stets eine Lorentztransformation derart finden, dafl in dem

betreffenden Bezugssystem k = 0 ist. Das Transformationsverhalten der Einsteilchenzustinde zu k =
0, also fiir ruhende Teilchen, unter Drehungen ist dann durch den Spin s € {0,1/2,1,...} bestimmt,
und in diesem Bezugssystem kann dann die z-Komponente des Spins die Werte 0 = —s,—s+1,...,5s —
1,s annehmen. Im Gegensatz zum analogen nichtrelativistischen Fall der Poincarégruppe ergibt im
allgemeinen die Aufspaltung des Gesamtdrehimpulses in einen Bahndrehimpuls- und einen Spinanteil
keinen Sinn.

Weiter konnen Teilchen auch masselos sein, d.h. dann gilt 7 = 0. In diesem Fall kann man kein
Ruhsystem fiir die Teilchen definieren. Vielmehr bewegen sie sich in jedem Inertialsystem mit der
Lichtgeschwindigkeit. Auch diese Teilchen besitzen einen Spinfreiheitsgrad, der durch das Verhalten
von Drehungen um die Dreierimpulsrichtung des Teilchens charakterisiert ist. Mogliche Werte fiir
den Spin masseloser Teilchen sind wieder s = 0,1/2,1,.... Der Zustand eines masselosen Teilchens

mit Spin s ist dann aufler durch seinen Dreierimpuls £ durch die Komponente des Spins in Richtung

von k charakterisiert, die Helizitat. Es ergeben sich daher nur zwer mogliche Helizitdtsfreiheitsgrade,
nimlich A = =s.

Der Fall m? < 0 ist mathematisch gesehen auch méglich. Es stellt sich aber heraus, daf} die dadurch
beschriebenen hypothetischen Tachyonenfelder nicht zu mit der Forderung nach Kausalitit vertrig-
lichen Modellen wechselwirkender Teilchen fithren. Bislang gibt es auch keinerlei experimentelle Hin-
weise auf die Existenz solcher Zustinde.
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Weitere Forderungen an die Feldtheorie sind die der Lokalitit und Mikrokausalitit, da diese For-
derungen hinreichend fiir eine Poincaré-kovariante, kausale S-Matrix sind, die das linked-Cluster-
Prinzip erfille [Wei95]. Aufferdem wird noch verlangt, daf} der Hamiltonoperator nach unten be-
schrinkt ist, d.h. daf} ein stabiler Grundzustand fiir Systeme aus relativistischen Teilchen existiert.
Das linked-Cluster-Prinzip besagt, dafy Vorginge fiir riumlich weit voneinander entfernte Prozesse
voneinander stochastisch unabhingig sind'} Die Forderung der Lokalitit verlangt, daf} sich die Feld-
operatoren unter Poincarétransformationen wie die entsprechenden klassischen Felder transformieren,
z.B. fiir Vektorfelder

XM= A xY —at, ATM(x) =AM AV (x). 2.1.2)

Dabei ist 2 € R* ein beliebiger Vierervektor, der Raum-Zeit-Translationen parametrisiert und A, €
SO(1,3)! eine eigentlich orthochrochrone Lorentztransformation.

Die Beschrinktheit der Energie nach unten bedeutet, dafl fiir jeden Zustand ¢ des Hilbertraums der
Hamiltonoperator

(¢H|¢) >0 (2.1.3)

erfiillt. Dabei haben wir durch geeignete Wahl des Energienullpunkts die Energie des Grundzustandes
zu 0 gewihlt.

Die Forderung der Mikrokausalitdt verlangt, daff raumartig zueinander gelegene Mef3ereignisse, ein-
ander nicht beeinflussen konnen. Das bedeutet, dafl lokale Observablen O, und O, bei raumartigen
Abstinden miteinander vertriglich sind, d.h. dafl fiir die entsprechenden Operatoren

[0,(x),0,())] =0 falls (x—y)*<0 2.1.4)

ist.

Wie wir unten anhand der in dieser Vorlesung bendtigten Beispiele fiir s = 0,1/2, 1 sehen werden, er-
gibt sich aus diesen Forderungen zwingend, dafl es zu jedem Teilchen auch ein Antiteilchen derselben
Masse aber entgegengesetzten Ladungsquantenzahlen existieren muf. Durch spezielle Einschrinkung
an die Feldoperatoren kann man aber auch erreichen, dafl die Antiteilchen identisch mit den Teilchen
sind. In diesem Fall existieren keine Ladungsquantenzahlen, so dafl man auch von strikt neutralen
Teilchen spricht.

Auflerdem folgt, daf} Teilchen mit halbzahligem Spin stets mit Antikommutatorrelationen quanti-
siert werden miissen, also zwingend Fermionen sein miissen. Entsprechend sind Teilchen mit ganz-
zahligem Spin stets Bosonen (Spin-Statistik-Theorem [[PB40])).

Weiter ist die S-Matrix aufler unter eigentlich orthochronen Poincaré-Transformationen automatisch
auch unter der Transformation PCT invariant, d.h. jeder im Rahmen der Theorie mogliche Streu-
prozef§ impliziert, dafl auch der entsprechende Streuprozef fiir die zugleich rdumlich gespiegelten,
zeitumgekehrten Prozesse der entsprechenden Antiteilchen moglich sein mufl und daff sich diesel-
ben Wirkungsquerschnitte fiir diese beiden Prozesse ergeben miissen. Experimentell wissen wir, daf§
die schwache Wechselwirkung sowohl die Raumspiegelungssymmetrie als auch die kombinierte CP-
Symmetrie verletzt. Ein direkter Nachweis, dafl auch die Symmetrie unter Zeitumkehrung verletzt
ist, ist bislang nicht gelungen. Allerdings impliziert dies die Forderung einer Beschreibung durch ei-
ne lokale, mikrokausale Quantenfeldtheorie mit stabilem Grundzustand. Deshalb wire ein direkter
Nachweis der Verletzung der Zeitumkehrsymmetrie durch die Schwache Wechselwirkung zugleich
der Nachweis, daf} die bewahrten feldtheoretischen Konzepte der Lokalitdt, Kausalitit und Stabilitit
nicht strikt erfiillt sind.

'Dies schliefit allerdings langreichweitige Korrelationen zwischen Mefireihen an verschiedenen evtl. weit von einander
entfernten Orten aufgrund der quantenmechanischen Verschrinkung nicht aus.
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2.2 Lagrange- und Hamiltonformalismus fiir Felder

Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung hat sich fiir die gesamte moderne Physik als du-
erst niitzlich erwiesen, denn es gestattet eine elegante Formulierung der Symmetrieprinzipien, die
der gesamten fundamentalen Physik zugrundeliegen. Allein die Symmetrieprinzipien sind es nimlich,
die eine konsistente Formulierung der Quantentheorie erlauben. Fiir diese Vorlesung werden wir von
diesen gruppentheoretischen Methoden?| nur sporadisch Gebrauch machen und die eher heuristische
Methode der kanonischen Quantisierung verwenden, aber selbst diese kommt nicht ohne das Wir-
kungsprinzip in der Hamiltonschen Formulierung aus. Wir erinnern daher zunichst an die Grundla-
gen dieser Formulierung fiir die Punktmechanik.

Ein System von Massenpunkten wird zunichst im Konfigurationsraum mit generalisierten Koordina-
ten q, (k € {1,2,..., f}) beschrieben. Die Dynamik des Systems wird auf der fundamentalen Ebene
der Physik durch eine Lagrangefunktion

L=1L(g,4) 2.2.1)

beschrieben.

Sind z.B. die g}, kartesische Koordinaten fiir ein nichtrelativistisches System von Massenpunkten, die
untereinander durch Paarwechselwirkungen, die ein Potential besitzen, interagieren, lautet die Lagran-
gefunktion
. m 1
Lig,4)=> Z9% =3 > Vg —a,)- (2.2.2)
k=1 ki £k,

Das Wirkungsfunktional ist nun eine Abbildung, die hinreichend oft stetig differenzierbare Kurven
q(t) vermoge

Sla)= [ dr Liqud.o) 0.23)
in die reellen Zahlen abbildet.

Die Bewegungsgleichung ergibt sich dann aus dem Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung,
demzufolge das Punktteilchensystem derjenigen Trajektorie folgt, die die Wirkung minimiert (genauer
gesagt, geniigt es schon, daf} § stationir wird):

/ JL L\
é‘S[q]:fdt Sqp=—+38¢,— | =0. (2.2.4)
kZ:; kg% ka%

Da wir hierbei definitionsgemif} die Zeit nicht mitvariieren, gilt 8¢ = d8¢q/dz, so dafl wir durch
partielle Integration im zweiten Term (2.2.4) in die Form

/ dL d aL\ ,

8S[4] :Jdt Sq, <————,> 20 (2.2.5)
/ezz; dq, dtdqg,

bringen kénnen. Da nun die 8 g, beliebig gewihlt werden kénnen, muf die Klammer fiir jedes einzelne
k verschwinden. Dies liefert die Euler-Lagrange-Gleichungen des Variationsproblems

oty (2.2.6)

2Pauli sprach noch von der ,Gruppenpest“, obwohl einige seiner wichtigsten Arbeiten von der Gruppentheorie Ge-
braucht machen; angefangen von der ersten Losung des Wasserstoffproblems im Rahmen der modernen Quantentheorie bis
hin zum Beweis der oben erwihnten Statstik- und CPT-Theoreme.
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und diese stimmen fiir die Lagrangefunktion in der Tat mit den Newtonschen Bewegungsglei-
chungen tiberein.

Der Lagrangeformalismus fiir Felder lifit sich aus dieser Betrachtung leicht verallgemeinern. Betrach-
ten wir als Beispiel ein skalares Feld ¢(x) = ¢(z, X). Im Lagrangeformalismus fassen wir x als Parame-
ter, der die Freiheitsgrade parametrisiert, auf (also in Analogie zum Index £ bei Punktteilchen).

Unm relativistisch kovariante Feldgleichungen zu erhalten, liegt es nahe, ein skalares Wirkungsfunk-
tional zu konstruieren. Die dazugehAdirige Lagrangefunktion wird aufgrund der kontinuierlichen Na-
tur von X zu einem Funktional

Ll$]= J{R} &7 L($,9,4). .2.7)

Dies ist sicher nicht einfach kovariant zu formulieren, denn das Dreiervolumenelement d*x ist keine
relativistische Invariante. Allerdings wird das Wirkungsfunktional

Ald] = J[R dt L[p] = Jw d*x £(¢,9,4) (2.2.8)

ein Skalar, wenn Z(¢, aygzﬁ) ein (als Funktion von x = (¢, %) gelesen) ein vierer-skalares Feld ist. Frei-
lich ist dann auch die Variation von A ein skalares Feld und damit auch die aus dem Hamiltonschen
Prinzip entstehenden Euler-Lagrangegleichungen

% %
%

26 M)

0 (2.2.9)

eine Lorentz-kovariante Beziehung.
Als Beispiel betrachten wir ein freies reelles Klein-Gordon-Feld. Seine Lagrangedichte ist durch

2=1a,4)0" . 2.2.10
R 2210
gegeben. In der Tat liefert die Klein-Gordon-Gleichung

O+ m?)(x)=0. 2.2.11)

Dabei ist 0 = J,d* = d? — A der d’Alembert-Operator. Betrachten wir nun zunichst weiter das
Punktteilchensystem. Wir gelangen zur Hamiltonschen Formulierung, indem wir zunichst die zu den
g, kanonisch konjugierten Impulse

¥ _
Pr= 2, mqy, (2.2.12)
9k
berechnen. Die Hamiltonfunktion ist durch
f f pi 1
H(Q,P>:Zpk4k_L=ZZ—+E Z V(qkl—qkz) (2.2.13)
k=1 k=1 S Rk,

gegeben. Dabei ist es wichtig, daf wir die generalisierten Geschwindigkeiten ¢;, umkehrbar eindeutig
durch die generalisierten Impulse p, ausdriicken konnen. Entsprechend folgt fiir den Fall des Klein-
Gordon-Feldes der kanonisch konjugierte Feldimpuls
dL i¥ .
— = —— =¢p(x) (2.2.14)
dp(x) ¢
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und die Hamiltonfunktion

H($,1) = fw d%’%(gﬁ,ﬂ):fw &% [T(x)p(x) - £ ]
_ %JR} &7 [n2(x) + <€¢(x)>2 + ngéz(x)} .

Wie schon an diesem einfachen Beispiel klar wird, besteht der Nachteil der Hamiltonschen Formulie-
rung gegeniiber der durch die Lagrangedichte darin, dafl die manifeste Kovarianz aufgrund der Aus-
zeichnung der Zeitkoordinate gegeniiber den Ortskoordinaten verloren geht. Allerdings besteht diese
Asymmetrie zwischen Raum und Zeit in der Quantentheorie ohnehin. Geht man allerdings von einer
skalaren Lagrangedichte aus, kann man sicher sein, daf die sich ergebenden Feldgleichungen kovari-
ante Gleichungen sind, und diese Eigenschaft bleibt dann auch in der Hamiltonschen Formulierung
bestehen.

(2.2.15)

Die Wirkung wird damit zu einem Funktional der Felder und ihrer kanonischen Impulse

S[g T = | d' [T(x)p(x) - (4, 1)]. (2.2.16)
R
Fiir das punktmechanische System gewinnt man nun die Bewegungsgleichungen mit Hilfe des erwei-
terten Hamiltonschen Prinzips, welches besagt, daf} die Wirkung unter unabhingiger Variation der
generalisierten Koordinaten und ihrer konjugierten Impulse stationidr sein mufi. Die entsprechende
Variation ergibt dann die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen:

. _JH . JH
qk_a_pk’ Pk——a—qk~

Sei nun f(g, p; t) eine beliebige auf dem Phasenraum definierte Funktion. Dann ergibt sich fiir deren
totale Zeitableitung fiir die durch die Bewegungsgleichungen (2.2.17) bestimmten Trajektorien

d L (3foH 3f dH\ If af
N (%P)—Z<3qk P - EPY qu> +E_' A (2.2.18)

at’
Der Schliissel fiir die kanonische Quantisierung als heuristisches Hilfsmittel, zu einem klassischen
System das quantenmechanische Pendant zu finden, bietet die oben eingefiihrte Poissonklammer mit
ihrer natiirlichen Lie-Algebrenstruktur. Dazu deutet man die Koordinaten und kanonischen Impulse
zu selbstadjungierten Operatoren auf einem geeigneten Hilbertraum um und definiert die Dynamik
tiber das Korrespondenzprinzip mit Kommutatoren

{A,B},, — 1 [A,B]. (2.2.19)

(2.2.17)

k=1

Es ist klar, daf dies nur eine grobe Korrespondenz und keinesfalls mathematisch wohldefiniert ist! Ins-
besondere konnen bei operatorwertigen Funktionen von nichtkommutativen Operatoren Operator-
ordnungsprobleme auftreten. Jedenfalls liefert die kanonische Quantisierung des oben verwendeten
Beispiels eines Punktteilchensystems, ausgedriickt durch kartesische Koordinaten zur nichtrelativisti-
schen Quantentheorie im Sinne der ersten Quantisierung mit dem Heisenbergbild der Zeitentwick-
lung von Operatoren und Zustindenf|

3Es ist eine lehrreiche Ubung, die kanonische Quantisierung fiir ein Punktteilchen in einem dufieren Zentralpotential
in Kugelkoordinaten zu versuchen. Dabei stellt man fest, daf} die kanonische Quantisierung uneindeutig ist, und man leicht
zu einer ,falschem Schrodingergleichung® gelangt. Eine Losung solcher Probleme ist die Verwendung gruppentheoretischer
Methode (s. z.B. [Kle03[]).
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Die feldtheoretische Verallgemeinerung ist wieder durch die Ersetzung von gewohnlichen Ableitungen
durch Funktionalableitungen gegeben. Wir haben also die kanonischen Feldgleichungen
J)= o )=
YOO N 6

mit dem Hamiltonfunktional (2.2.15). Fiir das Klein-Gordon-Feld ergibt dies die Feldgleichungen

(2.2.20)

$x)=1I, II(x)=-m’d+Ad. (2.2.21)

leitet man die erste Gleichung nochmals nach der Zeit ab und setzt die zweite Gleichung ein, gelangt
man wieder zur Klein-Gordon-Gleichung (2.2.11).

Die entsprechende Verallgemeinerung fiir die Poissonklammer zweier Funktionale der Felder und ka-
nonisch konjugierten Feldimpulse lautet

8A OB SA SB]
. (2.2.22)

AB} | = R -
=, 0 |55 5m0 51700
Insbesondere ergibt sich fiir die Poissonklammern fiir Felder und kanonische Feldimpulse

{$(6,%),$(t, )}, =0, {I(£,%),1(t,5)},, =0, {gzs(t,;z'),n(z,y*)}pb:3<3>(z—y*). (2.2.23)

Es ist dabei zu beachten, daf} in den Poissonklammern stets Ausdriicke zu gleichen Zeiten zu stehen
kommen miissen, denn die Funktionalableitungen beziehen sich auf Integrationen bzgl. der riumli-
chen Koordinaten allein. Auch hier wird wieder der Verlust der manifesten Kovarianz deutlich: Die
Hamiltonsche Formulierung bezieht sich stets auf die Wahl eines bestimmten inertialen Bezugssystems
(oder ,Beobachtera®). Daf$ diese Wahl letztlich nicht zur Verletzung der Lorentzinvarianz fithrt, wird
durch die Lorentz-Invarianz der zugrundeliegenden Lagrangedichte bzw. Wirkung garantiert.

Das Analogon von Gl. (2.2.18) fiir das Feldsystem ist mit der Definition (2.2.22) durch
dA[qSH 1={A,H} +8A (2.2.24)
- ) ;t - ) . e
dr P

gegeben. Setzt man fiir A insbesondere die Felder und kanonischen Feldimpulse ein, erhilt man wieder
die kanonischen Feldgleichungen (2.2.20), und man kann das Korrespondenzprinzip zur kanonischen
Quantisierung (2.2.19) verwenden, was dann zu Feldoperatoren im Heisenbergbild fiihrt.

2.3 Quantisierung des freien Klein-Gordon Feldes

Wir betrachten in diesem Abschnitt die kanonische Quantisierung des reellen Klein-Gordon-Feldes.
Seien also ¢ und I nunmehr Feldoperatoren, die wir entsprechend der Realitit des klassischen Feldes

als selbstadjungiert annehmen. Die Observablenalgebra ist dann vermdge des Korrespondenzprinzips
(2.2.19) durch die kanonischen Kommutatorrelationen

[(l)(t’ 9?)’ ¢(ta.’)7):| =0, [H(t,)?),n(t,j?)] =0, [‘b(t’ @7H(t’ﬂ] :ié\(s)(z_i) 2.3.1)

gegeben. Scheinbar ohne Operatorordnungsprobleme konnen wir dann die Hamiltondichte aus der

klassischen Theorie aus (2.2.15) ablesen:

1 -
A=~ [n2 + <V<I>>2 + mzqﬂ >H=| I3 (2.3.2)
2 R3
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Wie wir sehen werden, ist dieser Ausdruck nicht so harmlos, wie er auf den ersten Blick aussieht, denn
die kanonischen Vertauschungsregeln weisen schon darauf hin, daf§ die Feldoperatoren operatorwer-
tige Distributionen reprisentieren, deren Produkte an gleichen Raum-Zeitpunkten problematisch
sind.

Es ist allerdings mit Hilfe der Kommutatorrelationen leicht zu zeigen (Ubung!), daf die Fel-
doperatoren dieselben kanonischen Feldgleichungen erfiillen wie die entsprechenden klassi-
schen Felder:

o1 |
é=-[¢,H] =11, H_—[HH =-m’d+Ad. (2.3.3)
i
Dazu benétigt man nur die allgemeine Relation
[AB,C] =A[B,C]+[A,C]B (2.3.4)

und die Kommutatorrelationen (2.3.1).
Fiir konkrete Rechnungen benétigen wir die Losung der Feldoperatorgleichungen (2.3.3] die zugleich
die Kommutatorregeln (2.3.1) erfiillen. Nun liefert Ableiten der ersten Glelchung in 3) und Ein-

setzen der zweiten Gleichung die Klein-Gordongleichung
@+m*)d=0. (2.3.5)

Da wir im folgenden die Thermodynamik relativistischer idealer Gase im Rahmen des grofikanoni-
schen Ensembles studieren wollen, betrachten wir Losungen in einem endlichen Wiirfel der Kangen-
lange L mit periodischen Randbedingungen. Dahinter verbirgt sich die Idee, daf§ wir aus einem groflen
Gasvolumen einen Wiirfel (der immer noch im Mittel sehr viele Teilchen enthalten soll, also ,,makro-
skopische Ausmafl“ besitzt) ausgesondert denken. Da dieser reprisentativ fiir den Gleichgewichtszu-
stand im Gesamtvolumen sein soll, ist es natiirlich, die periodischen Randbedingungen

o(r,x+Le)=(¢,X) fir 1=1,2,3 (2.3.6)

zu fordern. Die Klein-Gordongleichung (2.3.5) besitzt offenbar ebene Wellen als Lsung, und zwar

uy ,(x) = exp(—ik -x) mit  E(k)=Vk? +m?. 2.3.7)

RO=+E(k)

Diese bezeichnen wir als die Feldmoden. Die periodischen Randbedingungen (2.3.6) ergeben weiter,
daf} die Dreierimpulse £ die diskreten Werte

- 21 . a3
k:Tn mit 7€Z (2.3.8)

annehmen miissen. Demnach lassen sich die Felder in der folgenden Weise nach Fourier-Reihen ent-

wickelnf't
c (/e) c
- 3 M/e +(X) T

) uy (x)| - (2.3.9)

<I)(t’7?):Z

_(k
= | 2E(k)L 2E(R)L

*Die Wahl der Normierung erweist sich im Limes L — oo als niitzlich. Dann werden die Summen iiber die dlskreten Im-

pulse effektiv zu Integralen, denn die Zahl von Impulszustinden in einem Impulsvolumen d* ist offenbar dp(/e) WCP ,

und &5 /(2E (k ) d*kO(k°)S (k*—m?) ist offenbar eine Invariante unter eigentlich orthochronen Lorentztransformationen

(Ubung)
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Weiter haben wir oben verlangt, dafl die Feldoperatoren selbstadjungiert sein sollen. Das liefert im
Zusammenhang mit der Definition (2.3.7) der Moden die Bedingung

c_(k)=cl (—F). (2.3.10)

-

Setzen wir nun a(k) = ¢, (k) und benennen im zweite Term der Summe den Summationsindex in —k
um, folgt wegen

u_g ()=up (x) (2.3.11)
die folgende Form fiir den Feldoperator
1 - 5
) tD)yt
¢(2,%) = Z2E /; |: (k)u k’+(x)+a (k)”g,+(x)i| . (2.3.12)

Wie wir gleich noch sehen werden, ist die Tatsache, daf$ hier nur die Feldmoden # it auftreten, ent-

scheidend fiir die Interpretation der Moden mit negativer Frequenz #; . Wie wir sehen werden, er-
weist sich dadurch nimlich a(k) als Vernichtungs- und af(k) als Erzeugungsoperator fiir ein Teilchen
mit positiver Energie £(k) =414/ k? + m?. Diese als Feynman-Stiickelberg-Trick bekannte Umdeu-
tung ist deshalb so wichtig, weil sie dafiir sorgt, daf§ die Energie nach unten beschrinkt ist, also ein
stabiler Grundzustand existiert und keine Teilchen mit negativer Energie auftauchen. Da diese auf-
grund unserer Wahl der Kommutatorvertauschungsrelation nimlich Bosonen sind, konnten wir dann
beliebig viele Teilchen in einen Zustand negativer Energie bringen, und die Energie wire nicht nach
unten beschrinkt, so dafl diese Theorie instabil wire, weil kein Zustand niedrigster Energie existierte.

Es 14t sich nun leicht nachrechnen (Ubung!), daf} sich die Fouriertransformation (2.3.12) mittels
g . — <
alk)=i| &Xus (x) 3, d(x) (2.3.13)
v k,+

umkehren [iflt. Dabei bedeutet das Zeitableitungssymbol

> JB JA
A B=A—— <—> B. (2.3.14)

Dabei ist bei Verwendung im Zusammenhang mit Operatoren auf die so definierte Rethenfolge der
Operatorprodukte zu achten. Durch hermitesches Adjungieren von (2.3.14) erhilt man auch die ent-
sprechende Darstellung fiir den Vernichtungsoperator

_ _iJV REM ug +(x)(?t)<1>(x) = +i JV REM (I)(x)(gt)u/;,_’_(x). (2.3.15)

Mit Hilfe von (2.3.13}12.3.15) sowie den Vertauschungsregeln (2.3.1) erhilt man die Vertauschungsre-

geln fur die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (Ubung!)

[a(é),a(/;’ ’)} —0, [a(é),aT(IQ ’)} =2E(R)L*S; ;. (2.3.16)

Dies zeigt nun, dafl unser System von Feldoperatoren einem Satz von abzihlbar unendlich vielen
voneinander unabhingigen harmonischen Oszillatoren dquivalent ist (abgesehen von unserer etwas
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abgeinderten Normierungskonvention). Aus der Quantentheorievorlesung ist die Konstruktion des
Hilbertraums fiir die harmonischen Oszillatoren bekannt:

Als vollstindigen Satz kompatibler Observabler wihlt man die “Phononenzahlen,, zu den einzelnen

Moden

1 - - L= 2,

——a'(k)a(k) mit k=—; 7elZ’ (2.3.17)
2E(k)L? L

Hier interpretieren wir dies freilich als Besetzungszahlen von Zustinden durch Teilchen mit Impuls

n(k) =

n(k). Es ist klar, daf8 diese Operatoren selbstadjungiert sind. Unter Verwendung der Kommutatorrela-

tionen kann man auch nachweisen, dafl sie kommutieren (Ubung!):
[n(/;),n(/; /)] —0, (2.3.18)
so daf§ ein vollstindiger Satz simultaner Eigenzustinde dieser Operatoren existiert:
n(k) ‘{n(é)},;} = n(k) ‘{n(E)}g> mit Yk : (k)€ Ny = {0,1,2,...}. (2.3.19)
Dabei zeichnet sich der Vakuumzustand |£2) durch
Vk: a(k)|Q)=0 (2.3.20)

aus. Die iibrigen normierten Eigenzustinde sind dann durch

- 1 - 1 (k) - -
2 l} N<k>"<k>n<k>z[ |

gegeben. Diese Basiszustinde spannen dann den Vielteilchenraum fiir eine unbestimmte Zahl von
Bosonen auf, den bosonischen Fockraum.

Setzen wir nun die Modenentwicklung in den Hamiltonoperator ein, erhalten wir den
folgenden Ausdruck (Ubung!):

-

1 1 - - - -
H=- —FE(k) |af(B)a(k) +a(k)al(k)] . 2.3.22
2§N(k)<>[<><>+<><>} (23.22)

Wendet man im zweiten Term der Klammer die Kommutatorregeln (2.3.16) an, ergibt dies den diver-
genten Ausdruck

H= ZE(E) [naé’) + ﬂ . (2.3.23)
k

Der zweite Term in der eckigen Klammer war insofern zu erwarten als sich bei der iiblichen Wahl

des Energienullpunktes fiir jeden Oszillator die Nullpunktsenergie E (/;) /2 als der Zustand niedrigster
Energie ergibt. Fiir unser Gesamtsystem aus unendlich vielen voneinander unabhingigen Oszillatoren
addiert sich dies zu einer divergenten Grofle auf. Diese ist allerdings o< 1, kommutiert also trivialer-
weise mit allen iibrigen Operatoren. Wir bendtigen nun aber den Hamiltonoperator zunichst einmal
nur, um die Bewegungsgleichungen zu finden, also auszuwerten. Demnach kénnen wir den
divergenten Anteil von abziehen und den renormierten Hamiltonoperator

H,., = > E(k)n(k) (2.3.24)
k
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definieren. Fiir diesen gilt wegen
H_|2)=0, H {n</2)},;> =S E(k")n(k")
E/

ren | ren

(n(k)} k} . (2.3.25)

Damit ist die Fockbasis (2.3.21) zugleich die Energieeigenbasis.

Das hier zutagetretende Operatorordnungsproblem riihrt von dem bereits oben erwahnten distributi-
onsartigen Charakter des Feldoperators $(x) her, was die Multiplikation von Feldgréfien mit demsel-
ben Raumzeitargument problematisch macht. Unsere Losung fiir den Hamiltonoperator erfolgte mit

- -

Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a(k) und a’(k). Um diese Operatorordnungsvor-
schrift auch fiir die Feldoperatoren notieren zu kdnnen, fithrt man das Normalordnungssymbol fiir
Feldoperatorprodukte am gleichen Raumzeitpunkt ein. Ist A(x) usw. irgendein aus dem Feldoperator
und dessen Ableitungen gebildetes Polynom, so bedeutet das Einschlieffen in Doppelpunkte : A(x) :,
daf§ darunter der Ausdruck verstanden werden soll, bei dem nach der Umrechnung in den entsprechen-
den Ausdruck fiir diesen Operator als Funktion von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren diese
stets so anzuordnen sind, daf} alle Erzeugungsoperatoren links von allen Vernichtungsoperatoren zu
stehen kommen. Die Reihenfolge der Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren ist dabei offenbar
gleichgiiltig, da diese Operatoren gemif3 untereinander kommutieren. Wir schreiben im fol-
genden

H:=H_ = y &% A[P(x),d,d(x)] ;. (2.3.26)

2.4 Ideales Bose-Gas

Da wir fiir das selbstadjungierte Klein-Gordon-Feld keine erhaltenen Ladungen finden konnen, ist hier
nur die kanonische Gleichgewichtsverteilung’|

R= %exp(—ﬁH), Z =Trexp(—SH) (2.4.1)

sinnvoll. Das bedeutet, dafl sich fiir diesen Fall strikt neutraler Teilchen die mittlere Teilchenzahl
bereits durch die vorgegebene Temperatur des Systems einstellt, denn es gibt keine Erhaltungsgrofle,
die eine Einstellung durch Erzeugungs- und Vernichtungsprozesse durch Wechselwirkung mit den Be-
hilterwinden verhindern konnte.

Zur Berechnung der Zustandssumme verwenden wir die Fockbasis (2.3.21):

© - - 1
7= expl—n(BER) = _
lgngo 1;[ 1—€Xp[—/8E(k)]

Dabei haben wir die Summation tiber 7(k) 1iflt als geometrische Reihe ausgewertet. Dies zeigt, dafl
>0, d.h. die Temperatur 7' > 0 sein mufi, und dafl fiir das kanonische Potential

®(3,V)=InZ(3,V)= —Zln{l —exp[—BE(k)]} (2.4.3)
k

(2.4.2)

-

>In dem hier betrachteten Fall nicht wechselwirkender Teilchen sind allerdings sogar alle Beseztungszahloperatoren n(k)
Erhaltungsgrofien. Dies ist aber eine unphysikalische Feststellung, denn wir miissen ja davon ausgehen, daf} die Teilchen
zumindest mit den ,Behilterwindern® wechselwirken und damit Energie austauschen konnen, damit das Gas tiberhaupt
ins Gleichgewicht gelangen kann. Es zeigt sich dann, daff im hier betrachteten Fall eines strikt neutralen Bosegases keine

-

Wechselwirkung konstruierbar ist, so daff auch nur die Gesamtteilchenzahl N = 37 n(k) Erhaltungsgrofie ist. Es existiert
dann auch keine andere ladungsartige Erhaltungsgrofie, wie oben behauptet.
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Im Limes L — oo kénnen wir den oben erwihnten Ubergang zu einem Integral vollziehen und erhal-

ten wegen (1.6.21) die Zustandsgleichung
|4

J;W &Pk In {1 — exp[—ﬁE(lg)] } . (2.4.4)

Die mittlere Energie ergibt sich daraus gemif3 (1.4.9)

_ 9 _ 32 (L 7
U8, V)== 550805 V)= o | PEEBIER) 243
mit der Bose-Einstein-Verteilung
1
J5(E) = p(BE T (2.4.6)

Wir kénnen die Integrale (2.4.4) und (2.4.5) noch etwas vereinfachen, indem wir Kugelkoordinaten fiir

k cinfiihren. Die Winkelintgrationen liefern dann einfach einen Faktor 47, und wir erhalten Integrale

der Form -
I:j Pk FIE(R)] = 4 f dK K2f <\/K2+m2>. 2.4.7)
R? 0
Substituieren wir darin noch E = v/ K? 4 m? ergibt sich wegen dE E =dK K

I :4nJOOdEE\/E2 — m?f(E). 2.4.8)

Dies auf ® angewandt liefert
_ V(" 2_ 2 el _ IB_V = 2 2\3/2
®(B,V)= P dE EA/E*—m*In[1 —exp(—BE)] = = dE(E= = m )" f5(E), (2.4.9)
7T m 7T m

wobei wir im letzten Schritt eine partielle Integration ausgefiihrt haben.

Fiir die innere Energie folgt gemif} (2.4.5)

U(B,V)= %jde E*\ E? — m? f,(E). (2.4.10)

Fiir ein Gas masseloser neutraler Bosonen lassen sich die Integrale geschlossen ausfithren (vgl. An-

hang[B.1) folgt daraus

2 2
q’(ﬁ,V):n—K, p:i: " (2.4.11)
90 B BV 90p*
a 2V
U(B,V)=—-=—%(,V) 3pV. (2.4.12)

:W:

Dies ist auch die niedrigste Ordnung einer Entwicklung fiir 7 < m fiir nichtverschwindende Massen.
Die Systematische Entwicklung der thermodynamischen Funktionen nach Potenzen von Bm ist eine
nichttriviale Aufgabe (s. [Hee03]]), die wir hier nicht ndher verfolgen wollen.
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Der gegenteilige Grenzfall T < m entspricht hingegen einer nichtrelativistischen Bewegung der Teil-
chen, denn fiir diesen Fall erwarten wir mittlere kinetische Energien von der Gréflenordnung 77 < m.
Um dies zu beweisen, gehen wir von fiir das kanonische Potential aus. Da in diesem Fall
Bm=m|T > 1gilt, konnen wir die Boseverteilung wie folgt entwickeln:

[e°]

exp(— .
E)Y=—"—"— E). 2.4.13
fo(E)= 1_exp ; (=BJE) (2:4.13)
Dies in (2.4.9) eingesetzt liefert die Reihe
3(B,V) = j dE (E* = m?Y/2 exp(—BjE). 2.4.14)

Resubstituieren wir wieder E = v/ m? 4+ K?, finden wir das Integral
(B, V)— J dK— exp <—,3]'\/K2+m2>. (2.4.15)

Im Limes 8m > 1 trigt hier nur der Term fiir j = 1 wesentlich bei. Auflerdem kdnnen wir die Wurzel

im Exponenten gemif3
K2
VE 4+ m? ey gm+— (2.4.16)
2m

entwickeln, da ohne hin nur die unmittelbare Umgebung um K = 0 wesentlich zum Integral beitrigt.
In derselben Niherung konnen wir die Wurzel auflerhalb der Exponentialfunktion durch 7 nihern.
Damit folgt

®(B, V)=

1% o0 K? m \*?
ﬁzm exp(—ﬁm)fo dK K*exp <_/6E> = Vexp(—fm) <m> . (24.97)

Daraus folgt fiir die innere Energie

(B, V)= =5 0(8.Y) =V sl ﬁ>3/2<m+%>. 2419

In der Klammer steht in der Tat die mittlere Energie fiir ein Teilchen in nichtrelativistischer Naherung,
wobei zu beachten ist, dafl wir hier den Massenbeitrag noch mit zur Energie zihlen. Der Vorfaktor ist

® und gibt somit die mittlere Teilchenzahl an, die sich durch die Wechselwirkungen mit der Behilter-
wand bei gegebener Temperatur einstellt einstellt. Wegen (1.6.21) ist demnach also

N=pfV, (2.4.19)

und das ist in der Tat die wohlbekannte Zustandsgleichung fiir ein ideales Gas nichtrelativistischer

Teilchen.
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2.5 - Geladene Klein-Gordon-Teilchen

2.5 Geladene Klein-Gordon-Teilchen

Wir kénnen die obige Theorie nichtwechselwirkender neutraler skalarer Teilchen leicht auf den Fall
geladener Teilchen verallgemeinern. Dazu gehen wir von einem komplexen Feld ¢ aus. Die Lagran-

gedichte lautet dann
=(3,4" )3, $)—m* " b. 2.5.1)

Wir kénnen dies als Lagrangedichte fiir zwei reelle Felder lesen, indem wir ¢ in Real- und Imaginirteil
&= (¢, +id,)/vV2 mit #1, € R aufspalten. Genauso kénnen wir aber auch direkt mit dem komplexen
Feld arbeiten und ¢ und ¢* als voneinander unabhingige Feldfreiheitsgrade betrachten. Wir denken
uns nun die kanonische Quantisierung ausgefithrt. Wir geben nur die Resultate an. Die Austithrung
der Details verliuft vollig analog zum oben behandelten Fall des neutralen Feldes. Es ergeben sich die
kanonischen Impulse

m=¢ mH=d' (25.2)

und daraus die kanonischen Kommutatorrelationen zu gleichen Zeiten

[(2,8),d(2,5)] = [$(2, %), $7(2,7)] =0, (2.5.3)
[(i)(t,??),(ﬁ)(t,j?)] = I:CI’(taz)a 4‘>T(ta)7):| =0, (2.5.4)
(6. D.0.7)] =0, [o(0,2.4.7)] =i60(F-7) 255)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen liefern wieder die Klein-Gordongleichungen fiir beide Feldoperato-
ren
@+mMé=@+m")' =0, (2.5.6)

und die Modenentwicklung nach ebenen Wellen ist daher ebenfalls analog zum Fall des neutralen
Feldes. Es fillt nur die Nebenbedingung der Selbstadjungiertheit des Feldoperators weg. Um die Be-
schrinktheit des Hamiltonoperators nach unten zu garantieren, erhalten die Moden mit negativer Fre-
quenz wieder Erzeugungsoperatoren. Wir haben es also mit zwei Teilchensorten zu tun:

taE’)Z

1
2E(R)L}

[a(/e u~+(x)+bT(/;)u;iy+(x)] . (2.5.7)

Dabei haben wir die periodischen Randbedingungen fiir einen Wiirfel der Kantenlinge L benutzt. Es
gelten wieder die Umkehrformeln

:iJVdmg,&(x)a[ d(x), b(k)= Jvd3xu/;+ x) 3, &'(x)
aT(/;):—ifvd3fu/;+(x)(§t)<];(x), bJr Jd3xu~ &’ d(x)

(2.5.8)

aus denen sich zusammen mit den kanonischen Kommutatorregeln (2.5.32.5.5) die Kommutatoren
der Erzeuger und Vernichter berechnen lassen:

[a(k),a(/e/)] [ b(k] [b ] % (2.5.9)

[ak)biE)] =0, [a(k)al(k")] = [bE)bI(E"] = 26028, ;.
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Die vollstindige Bosonen-Fockbasis ist dann durch die simultanen Besetzungszahlzustinde fiir ,a-
Teilchen“ und ,b-Teilchen“ gegeben:

Bmd) atyna(k by (k)
{n,(k),n,(b > ( ) &) |€2). (2.5.10)

A NEY B (B A/ NEYE, ()

Jedes n,(k ) und K b(k) durchlduft dabei wieder N, und wir haben den schon oben definierten Normie-
rungsfaktor N (/e) 2E(k)L?, verwendet. Der Grundzustand |(2) ist der Vakuumzustand mit

a(B)|Q) =b(B)|Q) =0 fiiralle k. 2.5.11)
Die Lagrangedichte (2.5.1) weist nun neben der per constructionem implementierten Poincarésymme-

trie auch eine globale Eichsymmetrie auf, denn offenbar dndert sich die Lagrangedichte nicht, wenn
man die Phase der Felder umdefiniert:

¢'(x) = explia)d(x),  ¢T(x)=exp(—ia)d'(x). (255.12)

Die Analyse mit Hilfe des Noether-Theorems ergibt den Noetherstrom

)=i:$1(x ¢ 2.5.13)

Der Operator fiir die Gesamtladung ist
Q:f PR (x)=1i J $7dT(x) T, b(x): (2.5.14)
\%4 |4

Setzen wir darin fiir $' die Modenentwicklung (2.5.7) ein, multiplizieren den entstehenden Ausdruck
aus und verwenden (2.5.8), erhalten wir unter Beriicksichtigung der Normalordnungsvorschrift

Q=" [n,(k)—n,(k)]. (2.5.15)

Dabei sind die Besetzungszahloperatoren wie beim neutralen Feld durch

- 1 — — - 1

n,(k)=———a'(k)a(k), n,(k)=—
2E(k)L’ 2E(k)L’

bi(k)b(k) (2.5.16)

definiert. Dies bedeutet, dafl die a-Teilchen die Ladung +1 und die -Teilchen die Ladung —1 tragen.
Wir haben es also mit zwei sich nur durch eine erhaltene intrinsische Ladungsquantenzahl unterschie-
dene Teilchensorten zu tun. Dies charakterisiert die Teilchen-Antiteilchen-Symmetrie: Die Teilchen
und Antiteilchen besitzen die gleiche Masse und den gleichen Spin (in unserem Fall skalarer Felder ist
der Spin 0), tragen jedoch einander entgegengesetzte Noetherladungen zur durch die Phaseninvarianz
beschriebenen Symmetrie.

Ebenso berechnet man aus der quantisierten Hamiltondichte den Hamiltonoperator zu

H= ZE [ )+ nb(E)] 2.5.17)
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2.5 - Geladene Klein-Gordon-Teilchen

Fiir das ideale Bosegas ergibt nun auch die vollstindige grof3kanonische Beschreibung einen Sinn.
Der groffkanonische Statistische Operator lautet

R= %exp(—ﬁH—aQ). (2.5.18)

Die Berechnung der Zustandssumme erfolgt wortlich wie fiir neutrale Teilchen. Wir miissen nur so-
wohl {iber die Teilchen- als auch die Antiteilchenbeitrige summieren und die entgegengesetzte Ladung
berticksichtigen. Es ergibt sich daraus

:an:—Z{lnl—eXp ﬂE —a)] +1n[1—exp( IBE } (2.5.19)
k

Dabei ist der erste Term der Beitrag der Teilchen (Ladung +1) und der zweite der der Antiteilchen (La-
dung —1). Fiir die folgende Diskussion ist es bequemer, @ = —u 3 zu setzen. Dabei ist u das chemische
Potential fiir die Teilchen. Entsprechend besitzen die Antiteilchen das chemische Potential — . Damit
das obige groffkanonische Potential reell ist, miissen die Argumente in den Exponentialfunktionen
negativ sein, was nur der Fall ist solange —m < u < m ist.

Beim Ubergang zum thermodynamischen Limes L — oo und von den Summen zu Integralen miissen
wir nun sorgfiltig vorgehen. Betrachten wir den Fall, daf} die mittlere Ladung Q > 0 vorgegeben ist.
Dann ist bei gegebener Temperatur das thermodynamische Potential 4 > 0 so zu wihlen, daf} sich
diese mittlere Ladung aus

Q= _i = Z ! - ! (2.5.20)

da | exp[BER) - )] -1 exp[BER)+ w)] -

ergibt. Es ist nun offensichtlich fiir diese fiir endliches Volumen giiltige diskrete Formulierung der
Zustandssumme kein Problem, da sich mit 4 — m bei festem 8 > 0 jede noch so grofle positive
mittlere Ladung einzustellen 133t, denn in diesem Limes divergiert dann der Beitrag von den Teilchen

fiir k = 0. Analoges gilt fiir negative mittlere Ladungen fiir 4 — —m. Gehen wir nun aber naiv zum
Integral tiber, erhalten wir

Q' (B, )= J{RS d3/§{f3 (k) — 1, B] = fy[E(k) + 1, 8] } (2.5.21)

(27)’
Dann kann bei vorgegebenem Q > 0 fiir eine hinreichend kleine Temperatur 7" auch fiir u — m die

vorgegebene Gesamtladung nicht mehr erreicht werden, denn der in der Summe fiir diesen Fall rele-

vante Beitrag der Teilchen bei k =0ist in dem Integral wegen d*k oc k%dk nicht mehr beriicksichtigt.
Wir bezeichnen im folgenden mit 7, = 1//3, die kritische Temperatur, fiir die

Q=Q'(Besp=msignQ) 252
wird. Fiir 7 > T, (also 8 < ,) kann man mit u € (—m,m) die vorgegebene Ladung Q einstellen,
und wir kénnen Q* = Q setzen.

Fir T < T, ist selbst fiir © = m noch Q* < Q und wir miissen den Beitrag zu % = 0 aus der Summe
wieder hinzuftigen:

Q= — (2.5.23)
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Der Limes L — oo ist dann so auszufiihren, daf} die Ladungsdichte Q,/V konstant bleibt, wobei
u — m strebt. Dies bedeutet, daf§ eine makroskopische Zahl von Teilchen den Einteilchengrund-

zustand bei k£ = 0 besetzen. Dieses Phinomen bezeichnet man als Bose-Einstein-Kondensat. Das
Bose-Einsteinkondensat ist ein Beispiel fiir ein makroskopisches Quantenphinomen, und wir haben
es mit einem Phaseniibergang zu tun: Fiir T < 7, ist die Ladungsdichte Q,/V des Kondensats von
0 verschieden, wihrend sie fiir 7 > 7. im thermodynamischen Limes L — oo verschwindet. Fiir
interessante eine alternative Behandlung des Bose-Einstein-Kondensats im Rahmen des Pfadintegral-
formalismusses verweisen wir auf die Literatur [Kap81, KGO06]].

Fiir masselose geladene Bosonen| gilt 7. — oo, d.h. falls das gesamte Gas geladen ist (d.h. wenn es
einen Teilchen- oder Antiteilchentiberschuff gibt), mufl sich stets ein Bose-Einsteinkondensat bilden.
Zusammenfassend sind die thermodynamischen Grofen fiir ein ideales Bosegas aus geladenen Teilchen

durch

14
27y

®(B,a) =~ f &k { In [ 1 - exp[—B(E(R) - )]

+1n [1 —exp[—ﬁw(é)w)]} }

U(B,a)= — u, B+ FIE(R) + u, B] } (2.5.24)
Qo+(2 >3J {fg -l = E)+u,ﬁ]} fir T<T,
Q(B,a)= v 4
27 e {fB —u,B]— )+ u, 8] } fir T>T,.

2.6 Das freie Dirac-Feld

Mit dem Ziel, eine in sich konsistente relativistische Wellenmechanik zu konstruieren, stellte Dirac
nach dem Vorbild der nichtrelativistischen Schrodinger-Gleichung eine relativistische Wellengleichung
auf, die die Zeitableitung nur in erster Ordnung enthilt. Aus Griinden der Lorentzsymmetrie mufSten
auch die Ortsableitungen in erster Ordnung in die Gleichung eingehen. Auflerdem mufSte aus der
Gleichung auch die Massenschalenbedingung —(00 + m?)¢(x) = 0 folgen. Es zeigte sich, daf} dieses
Programm nur mit einem vierkomponentigen Dirac-Spinorfeld ¢ mit der Hilfe von vier Dirac-
Matrizen y* moglich war:

(id,y" —mi,)¢ =0. 2.6.1)

Zur Abkiirzung hat Feynman seine ,,Slash-Notation® eingefiihrt: ¢ := y# d,- Multiplizieren wir nun
die Dirac-Gleichung (2.6.1) mit id + m1,, erhalten wir

(=3 = m*1,)¢ =0. (2.6.2)

®Dies ist freilich nur eine hypothetische Bemerkkung, denn bislang kennen wir keine masselosen geladenen Bosonen.
Zwar sind die Gluonen als Eichbosonen der starken Wechselwirkung masselos und tragen Farbladung, aber sie kommen
wegen des Confinements nicht als freie Teilchen vor. Sie kdnnen daher auch nicht als ideales Gas beobachtet werden. Die
in Schwerionenstéflen bei den héchsten bislang erreichbaren Energien produzierten Feuerbille heiffer dichter dichter stark
wechselwirkender Materie bilden hingegen ein stark wechselwirkendes Quark-Gluon-Plasma, das sich eher wie ein ideales
Fluid verhilt als ein ideales Gas.
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Damit dies der Massenschalenbedingung entspricht, verlangen wir

# =0 2.6.3)

bzw. noch allgemeiner
{r,r't=2g""1,. (2.6.4)

Es ist klar, daff aus (2.6.4) tatsichlich (2.6.3) folgt:
1
2 y y )
J =y"y"3,0,= E{V”’V }9,6,=¢g"d,d1,=01, (2.6.5)

In einer 2 x 2-Blocknotation lautet eine fiir unsere Zwecke besonders bequeme Realisierungl’|der Dirac-

Matrizen '
Y= <]12 o) V= i 0 (2.6.6)

mit den bekannten Paulimatrizen

ol= <(1) é>, ol = <? Bi>, o’ = <(1) _Ol> . (2.6.7)

Die Antikommutatorrelationen (2.6.4) folgen sofort aus den Antikommutatorrelationen fiir die Pauli-
matrizen

{0/, 0"} =287*1,, (2.6.8)
Wir notieren weiter noch die Pseudohermitezitit der Diracmatrizen
0 0 0. 4. 0
Yoyl =yt eyt =y OO (2.6.9)

Das Verhalten unter Lorentztransformationen konnen wir herleiten, indem wir fordern, dafl die
Dirac-Gleichung forminvariant unter Lorentztransformationen ist. Dabei soll sich das Feld linear
transformieren:

x'=Ax, ¢(x")=S(N)(x). (2.6.10)
Um $(A) zu finden, bemerken wir, dafl
% dx’
/I _ — —(A—1y
3= 5= A =(),a (2.6.11)

Setzen wir das in die Diracgleichug fiir das transformierte Feld ein, erhalten wir

(i — m)¢/ (") = [N 78, — m ] S(A)h(x). 2.6.12)
Multiplizieren wir dies von links mit S~!(A) folgt die Diracgleichung fiir das transformierte Feld, wenn
(AT STHAHS(A) =7 = STHA)#S(A) = A¥ . (2.6.13)

Wir berechnen zunichst S(A) fiir eine infinitesimale Lorentztransformation

A=1+8w, AF,=8F +8wt, 2.6.14)

"Dies ist die chirale oder Weyl-Darstellung.
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Aus der Eigenschaft der Lorentztransformation, daf} es Minkowskiprodukte zwischen beliebigen Vie-
rervektoren invariant [ifit, folgt

gl N, =g, (2.6.15)
Setzen wir darin (2.6.14) ein, ergibt sich aus dieser Bedingung, daf3
dw,, =-dw,, (2.6.16)
1st. Wir setzen nun
1 1
SN =1,+ gé\a)w}/"“, ST A =1, — gawww, 2.6.17)
wobei y#" = —y"¥ eine geeignete 4 x 4-Matrix bezeichnen soll, die im Diracspinorraum wirkt. Bei der

Matrixinversion haben wir nur die erste Ordnung in 8 w berticksichtigt. Um nun y*” zu bestimmen,
wenden wir diesen Ansatz auf (2.6.13) an, wobei wir wieder bis zur ersten Ordnung in & w entwickeln.
Nach kurzer Rechnung (Ubung) folgt

2y iyt ={r*rYr?)

K po BOW P _ P10 —
[ y?1=(e"y" = g"r%) 2.6.18)
=205y 1= 0% ]l
Wir kénnen also
re=0rfr°] (2.6.19)
setzen. Fiir endliche Lorentztransformationen folgt durch Anwenden der Matrix-Exponentialfunktion
1 g
S(A)=exp <§wwyf° > . (2.6.20)
Aus der Pseudohermitezitit und (y°)? = 1 folgt
Yoy P =y P = —yf? (2.6.21)
und damit
~HA) =y0ST(A)y, (2.6.22)

d.h. S(A) ist pseudounitir. Es ist wichtig zu bemerken, dafl S(A) nicht wirklich unitdr ist. Dies weist
schon darauf hin, daff eine Einteilchenquantentheorie auf der Basis der Diracgleichung widerspriich-
lich in sich selbst ist, denn in einer solchen Quantentheorie sollten alle eigentlich orthochronen Lo-
rentztransformationen unitir dargestellt werden. Dies ist aber nicht der Fall, wie wir nun zeigen wol-
len.

Betrachten wir zunichst einen Boost in der Richtung 77 (72 = 1). Die entsprechende Matrix besitzt die

Form
coshn 7' sinhp
A7) = <ﬁsinhn cosh7 Py (77) +PL(’7)> (2.6.23)

mit den Projektionsoperatoren (reelle 3 x 3-Matrizen)

Die Boostgeschwindigkeit ist v = sinh7/coshn = tanh7. Entwickeln wir fiir ein infinitesimales &7
(2.6.23) bis zur ersten Ordnung, finden wir die Exponentialdarstellung

Ag(7) = exp(—in- lz) mit 7= n7, (2.6.25)
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/0
K =1 <_,
€j

wobel

> . (2.6.26)

Fiir die infinitesimale Transformation ist
0 fir p=0,

Sx°=87-%, Sx/=8nx°"=> =—wqy, =
x X x nx W0 @op —nf fir p€{1,2,3}, (2.6.27)

w=w;, =0 fir jke{l1,23}

Um die Darstellungsmatrix S(Ag) zu finden, benétigen wir fiir die Boosts also

0 fiir =0

O =y Oyt —yity O = =2 2.6.28
rErr ey {2y°y# fir ue{1,2,3}. ( )

Damit wird . )
R A A 2:6.29

Unter Verwendung der Darstellung ist
1 1 /3 0

+_ 2 0 __ — o

xX= 2;/;/ =3 <O _5,> . (2.6.30)

Es ist wichtig zu bemerken, daf} diese Matrix antihermitesch und folglich die Darstellung der Boosts

Sp[7] =: Siz(n) = exp(—in7 - X) (2.6.31)
nicht unitir is} Wir werden unten sehen, daff die Lorentztransformationen erst fiir die Quantenfeld-
theorie unitdr realisiert werden. Wir kdnnen (2.6.31) explizit auswerten, denn es gilt
72

o L, I
(=i %) = Z(}/On 7= —Z(n PP = R (2.6.32)

Summiert man also die Exponentialreihe auf (Ubung), folgt
Sp(p) =7 |:cosh <g> y°® —sinh <g> - fi| ) (2.6.33)

Dies kann man einfacher in der Form

Se() =70 mit U= <Sf§;1257’}/2§2?> (2.6.34)

schreiben. In den Komponenten der Vierergeschwindigkeit des Teilchens

1
%:<f0§h0>:—<1_,>:}/<1_,> (2.6.35)
n sinhn [1_o2 \? v

$Die gruppentheoretische Analyse der Darstellungen der eigentlich orthochronen Lorentzgruppe zeigen, daf} es keine
nichttrivialen endlichdimensionalen unitiren Darstellungen der Lorentzgruppe bzw. der dazugehorigen Uberlagerungsgrup-
pe SL(2,C) gibt. Dies liegt daran, daff die Lorentzgruppe im Gegensatz zur Drehgruppe nicht kompakt ist. Die Drehgruppe
SO(3) bzw. deren Uberlagerungsgruppe SU(2) ist hingegen kompakt, und wie wir gleich zeigen werden, wird die Drehgrup-
pe in der Tat durch unitire Transformationen dargestellt.
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ausgedriickt ist

J
U= 2|, (2.6.36)

= ﬁ )

2

Wenden wir uns nun den Drehungen zu. Diese transformieren definitionsgemif} nur die rdumlichen

Komponenten untereinander, d.h. in (2.6.20) ist
Wy = woj = —wjs =0, wj,=¢€;p fir j,ke{1,2,3} (2.6.37)
Fiir infinitesimale Transformationen folgt daraus in der Tat
0=x0 X =xl =k Sl xk =] 4 (8Fx R (2.6.38)

Durch Exponentiation folgt daraus die endliche Drehung zu

X'=7(7-X)+sing 7 x X+cosp P (7)X mit =2 2.6.39
4 oL
4
Weiter ist
4 I gk 0 4 l .
o <[0 6‘7 ] o k]> — 2! <‘g O,> —: _4icikl !, (2.6.40)
oo o
Wir notieren noch ) )
T S
legefkly]kzszkly]yk. (2.6.41)

Mit (2.6.37) folgt daraus

1 L=
SD(@ =exp <§a)w}/w> = exp <—1g0 . Z) ) (2.6.42)

Dies macht die hier verwendete Weyl-Darstellung der Diracmatrizen bequem: Der Spinoperator ist
Block-diagonal mit den Spinmatrizen ¢! /2 auf den Diagonalblécken. Da die & hermitesche Matrizen
sind, werden Drehungen gemif} in der Tat unitér dargestellt.

Nun kommen wir auf die Diracgleichung und den Dirac-Spinor ¢ zuriick. Beziiglich Drehun-
gen setzt sich in unserer chiralen Darstellung der Diracmatrizen der Dirac-Spinor aus zwei Weyl-
Spinoren gemaf3

4= <§;> (2.6.43)

zusammen. Dabei sind die &; ; € C* zweikomponentige Weylspinoren, die sich wegen (2.6.42{2.6.43)

unter Drehungen auch als solche transformieren. Dies weist schon darauf hin, daf} ein Dirac-Feld stets
zwei Spin-1/2-Teilchen beschreibt. Wie wir unten sehen werden, entspricht das wieder einem Teilchen
und dem dazugehorigen Antiteilchen.

Aus der Struktur der Dirac-Darstellung der Lorentzgruppe, die sich aus beliebigen Produkten von
Boost- und Drehmatrizen (2.6.34) bzw. (2.6.42) ergibt, folgt, dafl Lorentzskalare mit Hilfe des Dirac-

adjungierten Zeilenspinors

d(x) =T (x)y° (2.6.44)
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gebildet werden miissen. In der Tat ist dann wegen (2.6.10) aufgrund von (2.6.22)

§ () = ¢y = T (x)STAY® = Gle)y ST (A ® = $x)S (). (2.6.45)

Daraus folgt sofort, dafd

—
& (x")h(x") = d(x)d(x) (2.6.46)
gilt, also ¢ ¢) ein Skalarfeld ist. Ebenso folgt aus li dafy

7H(e) = gyt d(x) (2.6:47)

ein Vektorfeld ist. Wir werden spiter noch weitere bilineare Kombinationen von Diracspinoren kon-
struieren, die sich wie pseudoskalare, axialvektorielle sowie antisymmetrische Tensorfelder transfor-
mieren. Insgesamt ergeben sich dann 1+ 1+ 4 +4 4 6 = 16 linear unabhingige 4 x 4-Matrizen, die
insgesamt alle moglichen solcher Matrizen, die als kovariante Dirac-Bilinearformen im Spinorraum
wirken, aufspannen.

Als nichstes leiten wir aus der Dirac-Gleichung die entsprechende Gleichung fiir den Dirac-adjungier-
ten Spinor her. Dazu miissen wir nur (2.6.1) hermitesch adjungieren und mit dem Dirac-Adjungierten
darstellen:

_ —
d(x)y°(=id T—m)=0. (2.6.48)
Dies von rechts mit y° multipliziert liefert wegen der Pseudohermitezititsrelation (2.6.9)

Hx)(=id —m)=0. (2.6.49)

Bilden wir die Viererdivergenz von (2.6.47), folgt mit der Dirac-Gleichung (2.6.1) und ihrer Adjungier-

ten (2.6.49)

3,j* =0, (2.6.50)

d.h. die dazugehorige Ladung

Q= f &%) = f PR (x)d(x) (2.6.51)

ist erhalten. Insofern wihnte sich Dirac schon am Ziel, eine konsistente Einteilchen-Interpretation
fiir seine Wellengleichung analog zur nichtrelativistischen Quantenmechanik gefunden zu haben. Al-
lerdings ergeben sich fiir die ebenen Wellen, die Losungen fiir Teilchen mit bestimmtem Impuls ent-
sprechen sollen, wie fiir die Klein-Gordon-Gleichung stets Losungen mit postiver und solche mit ne-

—_

gativer Frequenz w = £E (k). Es stellte sich weiter heraus, dafl fiir die relativistisch konstruierbaren
Wechselwirkungen (allen voran die elektromagnetische) bei einer Anfangswellenfunktion, die nur aus
der Superposition von Moden mit positiven Frequenzen (also in der Einteilcheninterpretation posi-
tiven Energien) gebildet wird, vermdge der Zeitentwicklung zu spiteren Zeiten stets Moden mit ne-
gativen Frequenzen beigemischt werden. Die Projektion auf Moden positiver Frequenz ist also nicht
vertraglich mit der Zeitentwicklung, so daf} die Moden mit negativer Frequenz notwendig zum Ein-
teilchenhilbertraum der Wellenfunktionen hinzugefiigt werden miissen. Dies hat nun notwendig zur
Folge, daf} die naive Interpretation der Diracgleichung im Sinne der Einteilchenwellenmechanik zu
einer Theorie fiihrt, fiir die der Hamilton operator nicht nach unten beschrinkt ist, d.h. es existiert
kein stabiler Grundzustand. Diracs genialer Ausweg war es, zu postulieren, dafl im Grundzustand alle
Zustinde mit negativer Energie besetzt sind. Dieser Dirac-See sollte sich dann in hochenergetischen
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Reaktionen bemerkbar machen, die ein Elektron aus dem See herausschlagen konnen. Dieses Loch im
Diracsee verhilt sich dann wie ein Teilchen mit der Elektronenmasse aber positiver Ladung. Auf die-
se Weise gelangte Dirac (allerdings nach einigen interpretatorischen Komplikationen) zur Vorhersage
der Existenz von Antiteilchen. Diese Lochertheorie ist dquivalent zu der quantenfeldtheoretischen
Auffassung, die wir als nichstes entwickeln werden. Der Einfithrung des Dirac-Sees entspricht in der
Quantenfeldtheorie einfach der Feynman-Stiickelberg-Trick und die nachfolgende Normalordnung
der Observablen wie Energie, Impuls, Ladung usw.

Das Vorgehen entspricht genau dem bei den skalaren Feldern: Wir stellen als erstes eine lorentz-
invariante Lagrangedichte auf, gehen zum (nicht manifest kovarianten) Hamiltonformalismus tiber
und deuten die kanonischen Feldpoisson-Klammerbeziehungen zu Antikommutatoren um. Es stellt
sich ndmlich heraus, dafl Kommutatoren fiir Dirac-Teilchen nicht zum Ziel fiihren (insbesondere ergibt
sich kein nach unten beschrinkter Hamiltonoperator). Dies ist eine Manifestation des oben erwihn-
ten Spin-Statistik-Theorems, wonach Teilchen mit halbzahligem Spin (und Dirac-Teilchen haben, wie
wir oben anhand des Verhaltens der Dirac-Spinoren unter Drehungen gesehen haben, Spin 1/2) stets
Fermionen sind.

Um die Quantisierung des Feldes vorzubereiten, stellen wir zunichst die Lagrangedichtefunktion auf.
Da die Feldgleichung eine Differentialgleichung erster Ordnung ist, darf die Lagrangedichte die Ablei-
tungen nur linear enthalten. Da wir freie Teilchen beschreiben wollen, muf die Lagrangedichte eine
Bilinearform des Dirac-Spinorfeldes sein, und damit die Lorentzinvarianz sichergestellt ist, sollte sie
ein Skalarfeld ergeben. Dadurch werden wir auf die Lagrangedichte

L =4(id —m) (2.6.52)

gefithrt. Da ¢ € C* ist, konnen wir wieder ¢ und Z als voneinander unabhingige Felder betrachten
und getrennt voneinander variieren. Die Euler-Lagrangegleichungen ergeben dann in der Tat die Dirac-

Gleichung (2.6.1) und die daraus folgende Gleichung fiir das Dirac-adjungierte Feld (2.6.48).

Zum Ubergang zum Hamilton-Formalismus, bendtigen wir als nichstes die kanonisch konjugierten
Feldimpulse. Es ergibt sich

2 -
M=—=iy’=i¢f, I=—=0. (2.6.53)

Auf den ersten Blick sieht dies fatal aus, da offenbar der kanonische Impuls zum adjungierten Feld
verschwindet. Dies ist aber lediglich Folge der besonderen Struktur der Lagrangedichte. Man konnte

dies beheben, wenn man den Ausdruck in ¢ und ¢ symmetrisiert, was nur um eine totale Divergenz
von verschieden wire, was im Variationsprinzip keine Anderung fiir die Feldgleichungen er-
gibt. Wesentlich ist nur, daf§ wir die Hamiltondichte mit dem Feldimpuls und dem Feld und seinen
raumlichen Ableitungen ausdriicken kénnen, und das ist in der Tat der Fall:

H = Hgﬁ -¥= iayoatgb - 1Z(a/p +im)¢ :Z(—if- v+ m)p = —TIy°(7- v+ im)g.  (2.6.54)
Die kanonischen Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lauten

0H

= 5= 7V +im)p, HN=——"= <_y°7. \Y +im> . (2.6.55)

Multiplikation der ersten Gleichung von links mit iy® und Zusammenfassen der Terme auf einer Sei-
te liefert wieder die Diracgleichung (2.6.1). Multiplikation der zweiten Gleichung von rechts her mit
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iy? und Zusammenfassung der Terme liefert die Gleichung fiir ITy°. Aufgrund der besonde-
ren Struktur der obigen Lagrangedichte ergibt sich der Zusammenhang zwischen Feld und
kanonisch konjugiertem Impuls nicht aus den kanonischen Gleichungen. Es ergibt sich aber keine
Inkonsistenz, diese Beziehung einfach als Nebenbedingung zu fordern, d.h. wir kénnen

M=igy° =it (2.6.56)

setzen.

2.7 Quantisierung des freien Dirac-Feldes

Die Quantisierung des Diracfeldes erfolgt nun dadurch, dafl wir ¢ durch einen Operator ¢ erset-
zen. Wir fordern nun aber wegen des Spin-Statistik-Theorems keine kanonischen Kommutatorregeln
sondern kanonische Antikommutatorregeln. Wie wir sehen werden, ist dies kein Widerspruch zur
allgemeinen quantentheoretischen Dynamik, denn die Observablen werden stets durch Funktionen
aus einer gerade Anzahl von Fermionenfeldoperatoren aufgebaut; insbesondere die Hamiltondichte ist
eine bilineare Form in den Feldern. Wie wir zeigen werden, erfiillt der dazugehorige Hamiltonope-
rator die korrekten Kommutatorrelationen mit den Feldern, so daf sich aus der Quantendynamik
wieder die Dirac-Gleichung fiir den Feldoperator ergeben wird, wie es sein mufl. Wir verlangen also
die Antikommutator-Relationen zu gleichen Zeiten

(b (62,4, (1M} =0, {, (6,2, M6} =i {d, (6, %), 4} (1,7} =18, 8DEF-7).  @7.1)

Die a,b €{1,2,3,4} numerieren dabei die Dirac-Spinorkomponenten durch.

Wir berechnen nun die Modenentwicklung nach ebenen Wellen. Wir erwarten fiir die Teilchen und
Antiteilchen jeweils zwei Spinfreiheitsgrade (insgesamt also vier Feldfreiheitsgrade fiir jede Impuls-
mode). Wie in der relativstischen Teilchenphysik tiblich, wird der Spin im Ruhsystem des Teilchens
gemessen. Es sei also ¢ = £1/2 der Eigenzustand zum Spinoperator 1/2% fiir k = 0. Es ist sehr zweck-
miflig und bequem die tibrigen Zustinde durch einen drehungsfreien Lorentzboost in Richtung von

k, d.h.

AB(’iﬁ)

m

o o o 3

E(k k
=k mit n=arcosh (Q> , A= e (2.7.2)

zu definieren. Dieses Programm fiithren wir nun aus.

Die korrekte quantenfeldtheoretische Modenentwicklung muff mit dem Feynman-Stiickelberg-Trick
wie folgt aussehen

= ! A ko )ur (x f(k, o )o(k,o)u (x
q)(x)_%zv(é) [aF )tk ,0pnz (1) + bR ool oz ()] (27.3)

Damit diese Funktion die Dirac-Gleichung erfiillt, miissen die Spinoren # und v offenbar den Glei-
chungen
(F—m)u(k,0)=0, (f+m)v(k,0)=0 mit k°=E(k) (2.7.4)

-

geniigen. Es ist klar, daf§ beide Gleichungen mit der Onshell-Bedingung £° = E(k) vertriglich sind,

denn multipliziert man die Gleichungen jeweils mit f £, erhilt man die Forderung k2 = (k%) —k?=

m?.
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Fiir & = 0 erhalten wir die Gleichungen
y°u(0,0)=u(0,0), ¥°v(0,0)=—0(0,0). (2.7.5)

Setzt man die Diracmatrix y° ein, erhilt man die linear unabhingigen Losungen

1 0
u(0,4+1/2)=y/m c1> = ymu'(0,+1/2), u(0,—1/2)=ym é =: ymu'(0,—1/2),
° ! (2.7.6)
1 0
w41/ =ym | O | = /mo041/2), w(0-1/2)=vm | o | =me,-1/2)
0 -1
Die etwas ewohnte Normlerung ist bequem, wie wir gleich noch sehen werden. Jetzt fithren wir

den Boost (2 ) aus. Mit 2 6.36) erhalten wir dabei unter Berticksichtigung von y = E(k ) [/m:=E[m
und den E1genwertgle1chungen (2.7.5) fiir die Felder bei & = 0

—

1
ulk,0)= 4| —(m #'(0,0),
.0 2(E+m>< +Bw(0,0) o

v(k,0)= (E+ >(m F)o'(0,0).

Es ist wichtig zu bemerken, daf§ dies i.a. keine Eigenzustinde des Spinoperators 3° sind, da ¥° i.a.
nicht mit dem Boost Si(7) kommutiert. Vielmehr besitzt konstruktionsgemif} das Teilchen in seinem
Ruhsystem eine wohldefinierte Spin-z-Komponente o € {£1}.

Fiir ein masseloses Teilchen wird

(F,0)= 4 == k4'(0,0)

’ 2607 2.7.8)
ko) = i—Jév/Oa)

(F0)= 5B/,

In diesem Fall reprisentieren diese Zustinde fiir Teilchen, die sich in z-Richtung bewegen, Zustinde
mit bestimmter Helizitidt. Die Helizitit ist dabei als die Projektion des Spins auf die Impulsrichtung
definiert, d.h. der entsprechende Operator ist

k-5
h=——. 2.7.9)
||
Es ist leicht zu zeigen, daf§ h mit den y# vertauscht. Fiir k= k38, ist also
hu(k’8,,0) =ou(k’e,,0), hov(k’e,0)=cv(k’e,,0). (2.7.10)

Fiir masselose Teilchen sind also # und v Eigenzustinde der Helizitdt in dem Bezugssystem, in dem
k || & ist, zu den Eigenwerten o € {—1/2,+1/2}.
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Fiir praktische Rechnungen bendtigen wir noch die folgenden ,,Pseudoorthogonalititerelationen®

Ak, o)u(k,o')=2m8, 1 Bk, o)k 0")=—2m8, @.7.11)
w(k,o)o(k,0’) = (E,a)u(é,a’):o, (2.7.12)
uwlk,o) u(k,o')=2ES, 1, o(k,o) v(k,o’)=2ES, (2.7.13)
w(k, o) o(—k,0") = v(k, o) u(—k, o) =0. (2.7.14)

Diese Gleichungen lassen sich unmittelbar mit einfachen Manipulationen mit den Diracmatrizen und
den Eigenwertgleichungen y°#(0,0) = #(0,0) und y°v(0,0) = —v(0, o) herleiten. In der letzten Glei-
chung ist es wichtig zu beachten, daf§ die Dreierimpulse in diesen Formeln zueinander entge-
gengesetzt gerichtet sein miissen, d.h. das Argument in einer der beiden Funktionen muf} —F sein!

Zur Berechnung der Antikommutatorrelationen fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ver-

suchen wir die Modenentwicklung 1) nach a(/g, o) und bT(/;, o) aufzuldsen. Dazu notieren wir
zunichst

J & 144 (x)uz /,+(x):fvdeeXP[i(k_k/>'x]|k°=E,k’°=E’: Vé\/;/;,, (2.7.15)

J d&’x 144 (x) u£/+(x):f dSJ?eXp[i(/e+k/)-x]|ko:E,k/o:E/: Vexp(2iEt)d: 2. (2.7.16)
> \%4 >

Multiplizieren wir also die Modenentwicklung (2.7.3) mit #; (x) bzw. mit #7 (x) und wenden

ks kot
(2.7.13) und (2.7.14) an, erhalten wir

a(k,a):fvd3fﬂ(lg,a)uz b(x),
b(k, o) J Zdf(x) us (x).

Mit Hilfe der Antikommutatorrelationen fiir die Felder (2.7.1) und der Orthogonalititsrelationen
(2.7.132.7.14) erhalten wir daraus die Antikommutatorrelationen fiir die Erzeuger und Vernichter

2.7.17)

-

{alk,0),a' (B, 0") = {b(k,0) b (E, o)} = 2E(R)V 8 18,

{a(E,a),a(E / a’)} - {b(/?, o), b(k’, a’)} —0, (2.7.18)
{a(é,o),bT(/Q /,a/)} —o.
Zur Berechnung des Hamiltonoperators miissen wir die Hamiltondichte wieder normalordnen. Dabei
ist zu beachten, dafl wir diesmal die fermionischen Antikommutatorregeln zu beriicksichtigen haben,

d.h. wir definieren z.B.

ca(k,o)al(k',0") = —al(k', o )a(k, o), (2.7.19)

d.h. der normalgeordnete Ausdruck erhilt zusitzlich das Vorzeichen der Permutation, die ndtig ist,
um die Normalordnung aus der urspriinglichen Operatoranordnung herzustellen.

Fiir die Losung der Feldgleichungen lautet die Hamiltondichte gemif}
A = P(—=iy -V +m)) i=: P(iy°t —id + m)d(x) :=: $Tid ¢ :. (2.7.20)
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In diese Gleichung die Modenentwicklung (2.7.3) eingesetzt, {iber x integriert und die Orthogonali-
titsbeziehungen (2.7.13{2.7.14) angewandt, liefert dann den positiv semidefiniten Hamiltonoperator

-

H= J Pz = ZE [ (b, o) +n,(k, )]. (2.7.21)
Ebenso findet man den Ladungsoperator gemaﬁ

Q:J &% 4t ::J &’ [nd(lz,a)—nb(lz,o)] (2.7.22)
\% \%

Man beachte, dafl wegen der fermionischen Normalordnungsvorschrift Q nicht positiv definit ist, wie
es der hermitesche Ausdruck unter dem Normalordnungssymbol suggeriert. Es ist also wieder nicht
die totale Teilchenzahl die Noetherladung der Phaseninvarianz sondern die ,Nettoteilchenzahl®, also
die Differenz zwischen der Anzahl der Teilchen und der Anzahl der Antiteilchen, ganz analog wie
beim beladenen Bosefeld. Die Besetzungszahloperatoren sind dabei wieder durch

t(h o L o - f(k o k o
Ak 0)ak0) (B )= k) (2.7.23)

Ll b -

2E(R)V 2E(R)V

nd(/;,o):

definiert.
Das Energieeigenwertproblem lifit sich wieder wie beim harmonischen Oszillator 13sen, nur daf} jetzt
wegen der Antikommutatorregeln a?(k, o) = b?(k, o) = 0 gilt, d.h. die Fockbasis ist durch

kO‘ kU)kaO. nbko
s (B ) = [ [ e IR N

-

ko \/N o)y (k )na(/;,a)!nb(/e,a)! (2.7.24)
mit nﬂ(/g,cf), nb(k,a)e {0,1}.

Dabeti ist |Q2) wieder der Vakuumzustand, der eindeutig durch
Ve, o: a(k,o)|Q) =b(k,o)[02) =0 (2.7.25)

definiert ist. Es kann also jeder Einteilchenzustand hochstens von einem Teilchen besetzt sein. Die
Antivertauschungsregeln haben somit das Paulische Ausschliefungsprinzip zur Folge.

2.8 Ideale Fermigase

Die Berechnung der Zustandssumme erfolgt wieder durch direkte Bildung der Spur

Z(B, u)=Trexp[-BH - uQ)]

=1 Z exp [ =B (E(k) = ) n,(k,0)

k.o \ n,(k,0)=0
2.8.1)
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Dabei riihrt der erste Faktor unter dem Produkt von den Teilchen, der zweite von den Antiteilchen
her, und die Quadrate stammen von den zwei Spinfreiheitsgraden der Teilchen resp. der Antiteilchen.
Damit das Produkt konvergiert, muf} offenbar wieder 8 > 0 sein. Fiir u ergeben sich im Gegensatz
zum bosonischen Fall keine Einschrinkungen, d.h. 4 € R. Das grofikanonische Potential erhalten wir
durch Logarithmusbildung, und wir kénnen diesmal naiv zum thermodynamischen Limes iibergehen,
indem wir die Summe tiber die Impulse durch das entsprechende Integral ersetzen:

(0= [ 8 m[1esp [ (50 -)]]

(2m)’
i 1o [ (eEr+4)]] |

(2.8.2)

Dabei haben wir g, = 2s + 1 = 2 gesetzt, um den Spinentartungsfaktor hervorzuheben. Ableiten nach
B bzw. @ = — B u liefert fiir die mittlere Energie und die mittlere Ladung

sv 37 X "X X
U(B, 1) = én)} fmsd FEGR){fr[ER) = p]+ frIER)+ 1} (2383)
1% - . .
Q.= 25 || {flE® -~ 2@ + ). 284
Dabei ist '
Jr(E)= 1+ex—p(/3E) (2.8.5)

die Fermi-Dirac-Verteilung.

Betrachten wir den Limes 7' — 0 (also 8 — o00) bei Q = const. Sei 0.B.d.A. Q > 0, d.h. liege ein
Teilchentiberschufl gegeniiber Antiteilchen vor. Es ist offenbar

ﬂlijgofp(E—#h@(# —E). (2.8.6)

Innere Energie und Ladung als Funktion des chemischen Potentials u. Fiir Q > 0 muf} offenbar u > m
sein, d.h. der Beitrag von den Antiteilchen verschwindet, und es sind alle Einteilchenzustinde mit Ener-
gien E < y mit je zwei Teilchen (unterschiedlicher Spinstellung) besetzt, und alle Einteilchenzustinde
mit £ > u sind unbesetzt. Fiir mittlere Gesamtenergie und Ladung erhalten wir

&V m? o 2V
Ur_o(u) = Tnz [u(lu2 _ mZ)(2‘u2 - m2) — m*artanh <1 - —2> :| = Q/ﬁ’
H (2.8.7)
_&V s s~ 2V 5
QT:O(Iu) - 67‘[2 (lu m ) m:o 67‘[2 M-

Fiir T > 0 geben wir nur die Resultate fiir den masselosen Fall an. Das grofikanonische Potential lautet

in seinen natiirlichen Variablen S und @ = — 8 ausgedriickt
®(B,a)=LBpV = _&Y (77* + 30770 + 152*) . (2.8.8)
’ 36072 3°
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Daraus folgt vermdge der Ableitungen nach 8 bzw. «

oV
U(B.w)= ——— [77* +30(Bp)’ +15(Bu)*]
B
oV 2 2 (2.8.9)
QB u)= 6H2ﬁ2”[” +(Buy].

Fir T < m und ||u| — m| € m erhilt man wieder ein klassisches nichtrelativistisches ideales Gas
aus vornehmlich Teilchen bzw. Antiteilchen (je nach Vorzeichen von ), denn dann ist die Beset-
zungszahlendichte fiir alle Einteilchenzustinde klein (d.h. die Fermi-Dirac-Verteilung kann durch eine
Boltzmannverteilung genihert werden), und die mittlere Energie pro Teilchen liegt nahe bei 2, d.h.
die Bewegung kann im nichtrelativsitischen Limes behandelt werden.

2.9 Quantisierung des freien elektromagnetischen Feldes

Auf den ersten Blick erscheint die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes unproblematisch,
denn man kann erwarten, daff es sich um ein ideales Bosegas fiir masselose Photonen mit zwei Helizi-
tts- bzw. Polarisationsfreiheitsgraden handelt. Das ist freilich auch der Fall, aber die formale Begriin-
dung aus der Quantenfeldtheorie ist nicht ganz so einfach. Der Grund dafiir liegt in der Struktur der
Darstellungen der Poincarégruppe mit 7 = 0. Ohne darauf an dieser Stelle niher eingehen zu kon-
ner’} bemerken wir nur, daf8 die darstellungstheoretische Analyse verlangt, daf§ ein masseloses Feld
mit Spin s > 1 stets ein Eichfeld sein muf3. Fiir den Fall s = 1, also z.B. Photonen, bedeutet dies, daf}
die Wirkung unter den Eichtransformationen

AH(x) — A (x) + H y () (2.9.1)

mit einem beliebigen Skalarfeld y invariant sein mufi. Daraus folgt, daf} die Lagrangefunktion nur eine
Funktion des Tensors zweiter Stufe QHAV sein kann, denn es darf A# selbst nicht vorkommen, und wir
wollen eine Lagrangedichte, die nur von den ersten Ableitungen und nicht héheren Ableitungen der
Felder abhingt. Zugleich muf$ noch die Invarianz unter den Eichtransformationen gewihrleistet
sein. Dies ist fiir den Faradaytensor

F,=3,4,-3A, (2.9.2)

der Fall. Ein weiterer Tensor, der ebenfalls unter eigentlich orthochronen Lorentztransformationen
invariant ist, ist der duale Feldstirketensor

1
IOU
(TF) =3 € o 77 (2.9.3)
Dabei bezeichnet €,,,, das Levi-Civita-Symbol im R*, d.h. den vollstindig antisymmetrischen
SO(1,3)!-Einheitstensor vierter Stufe. Wir folgen dabei der Konvention von [PS95] und setzen
EP =1 g3 =—1. (2.9.4)
Der Vorzeichenwechsel durch das Indexziehen kommt wegen det(g#”) = —1 zustande. Unter Lorentz-
transformationen gilt
x'=Ax, €*P7=detA P, (2.9.5)

9Der Leser sei wieder auf die Literatur [Wei95},[Wig39]] verwiesen.
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d.h. das Levi-Civita-Symbol stellt bzgl. der SO(1,3) Tensorkomponenten dar, nicht jedoch unter Lo-
rentztransformationen, fiir die det A = —1 ist. Insbesondere wechselt es unter Raumspiegelungen das
Vorzeichen. Man bezeichnet es daher genauer als den Levi-Civita-Pseudotensor. Wir notieren noch
die Kontraktionsregeln

(P — 4
wvpo’ = _6800/’ (296)

€ g = =2 (8F 187 = 8F 187 ).

Gluvloa
eMPle

Wir kénnen also aus F,,, und (F),,, nur die beiden SO(1,3)!-Skalare F W und F (FF)* bilden.
Der zweite Ausdruck wechselt aber unter Raumspiegelungen das Vorzeichen, ist also ein Pseudoska-
lar. Da nach allen empirischen Fakten die elektromagnetische Wechselwirkung die Paritit erhile, also
invariant unter Raumspiegelungen ist, muf} die Lagrangedichte die Gestalt

1
&= F, P 2.9.7)
besitzen. In der Tat liefert die Variation der Wirkung
1 4 v 1 4 v
85 = —E d X(EIUSA,)F’U = E d X(?AV&JIUFM . (298)

Das Hamiltonsche Prinzip verlangt also
g,F* =0, DA"-3"d A" (2.9.9)

Freilich kann diese Feldgleichung die Lsung fiir A# nicht eindeutig bestimmen, denn mit jeder Losung
ist ja auch jedes eichtransformierte Feld

/ —
A=A, +3,x (2.9.10)

fiir beliebiges ¥ € R Losung von (2.9.6). Freilich ist in der klassischen Elektrodynamik nur der Fara-
daytensor F,,, d.h. die Feldstirken £ und B ein beobachtbares Fel und diese sind unabhingig von
der Wahl der Eichung.

Zur Losung dieses Problems kann man in der klassischen Theorie einfach die Eichung fixieren. Die
einfachste Wahl ist die Lorenzeichung]'|

3,4" =o0. (2.9.12)
Dann folgt aus als Bewegungsgleichung

OA“ =0, (2.9.13)

10 Fs gilt
FP=3A°+3JA*=—E*, F'=3A"—3,A" =B, 2.9.11)
wobei die Euklidischen Indizes 4, b, ¢ € {1,2,3}.
Diese Eichbedingung wurde als erstes von dem dinischen Physiker Ludwig Lorenz und nicht von dem hollindischen

Physiker Hendrik A. Lorentz angegeben, weshalb wir hier abweichend von der Lehrbuchliteratur die Bezeichnung Loren-
zeichung wihlen [JOOT].
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die freilich unter der Lorenz-Eichbedingung (2.9.12) zu 16sen ist.

Das Dilemma dabet ist allerdings, daf§ dies fiir die Eichung noch nicht vollstindig fixiert, denn wir
konnen immer noch die restringierte Eichtransformation

A;:AM+3M)( mit Oy =0 (2.9.14)

austiihren. Ist dann nimlich A, eine simultane Losung der Eichbedingung (2.9.12) und (2.9.14), so ist
dies wegen der Einschrinkung an y auch fiir das gemifl (2.9.14) eichtransformierte Feld der Fall.

Wir miissen also eine weitere Forderung stellen, damit die Losung der Feldgleichungen eindeutig wird.
Eine bequeme Wahl fiir unsere quantenfeldtheoretischen Zwecke ist

A°=o0. (2.9.15)

Damit ist die Eichung vollstandig fixiert, und die Wellengleichung mit den Eichfixierungsbedingungen
(2.9.12) und (2.9.15) bestimmt das Feld A# eindeutig. Diese beiden Bedingungen kénnen offensichtlich
auch in der dquivalenten Form

A°=0, divA=0 (2.9.16)

geschrieben werden. Man nennt diese die Eichung vollstindig fixierenden Bedingungen die Strah-
lungseichbedingungen. Dieser Name riihrt daher, daf§ sie nur fiir den Fall sich im ladungs- und
stromfreien Raum ausbreitender elektromagnetischer Wellen angewandt werden kann. Falls Ladungen
und Stréme vorhanden sind, kann nur eine Eichbedingung gestellt werden (z.B. die Lorenz-Eichung
oder die Coulomb-Eichung divA =0 oder die temporal-axiale Eichung A, = 0).
Wie wir sehen, fithrt jedenfalls die vollstindige Eichfixierung durch die Wahl der Strahlungseichung
fiir das freie Feld dazu, daf} die manifeste Lorentz-Kovarianz verloren geht. Dies ist allerdings
tiir die Quantenfeldtheorie bei endlichen Temperaturen nicht ein so grofler Nachteil wie in der Vaku-
umgquantenfeldtheorie, da die manifeste Lorentz-Kovarianz ohnehin aufgrund der Auszeichnung des
Ruhsystems des Wirmebads verlorengegangen ist. Wir werden daher in diesem Skript die Coulomb-
Eichung| (bzw. fiir das freie Feld in diesem Kapitel die Strahlungseichung) verwenden, wo von vorn-
herein nur die beiden physikalischen masselosen Feldfreiheitsgrade quantisiert werden. Fiir die
manifest kovariante Quantisierung ist entweder die Gupta-Bleuler-Quantisierung (s. z.B. [Nac86])
oder die auch fiir nichtabelsche Eichfelder geeignete kovariante Operatorquantisierung anzuwenden
(vgl. [Kug97])). Eine elegante Alternative stellt die Faddeev-Popov-Methode im Rahmen der Pfadin-
tegralquantisierung dar [[BL86| [PS95), We196), [Hee02]].
Wir gehen also im folgenden von der Lagrangedichte und der Strahlungseichbedingung
aus:

&£ = —%F#VF”V = —%(SHAV)FW, A°=0, divA=0. (2.9.17)
Wir arbeiten die erste Zwangsbedingung in die Lagrangedichte ein, was die weitere (nicht mehr mani-
fest kovariante!) Rechnung etwas erleichtert. Nach einigen Umformungen mit Hilfe des dreidimensio-
nalen (Euklidischen) Levi-Civita-Tensors erhalten wir

1 -, -, - 5 = - Ed
¥ = E(E2 —B?), mit E=-A, B=rotd, divA=0. (2.9.18)

Wir arbeiten von nun an im dreidimensionalen Euklidischen Vektorkalkiil.

2Die Coulomb-Eichung bietet sich deshalb an, weil sie die im Ruhsystem des Wirmebades vorliegende Rotationssymme-
trie respektiert.
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Die kanonischen Feldimpulse sind

. J¥ - -
I=—=A=-E (2.9.19)
JA
Damit folgt
- . -, 1 5 - 1 —, -,
HA=NM-A-YL=E"-%= 3 [AZ + (rotA)2i| = 5(EZ + B?). (2.9.20)

Dies ist in der Tat die aus dem Poyntingschen Satz der klassischen Elektrodynamik bekannte Ener-
giedichte des elektromagnetischen Feldes. Die Bewegungsgleichungen und die verbleibende Eichbe-
dingung lauten dann

OA(x)=0, divA(x)=0. (2.9.21)
Bevor wir zur Quantisierung kommen, wollen wir noch kurz das Verhalten der Felder unter Lorentz-
transformationen in dieser Eichung besprechen. Die naive Transformationsregel ist freilich

x'=Ax, A'(x))=AA(x)=AAAX). (2.9.22)

Dann erfiillt aber das transformierte Feld i.a. nicht mehr die Strahlungseichbedingungen (2.9.16). Ein-
zig fiir die Drehungen erfiillt A’ die Eichbedingungen, wenn A4 sie erfiillt, denn dann ist A° = A° =0
und div/A '(x") = divA '(x) = 0. Fiir einen drehungsfreien Boost miissen wir hingegen durch
eine geeignete Umeichung die Eichbedingungen wieder herstellen, d.h. das Viererpotential erfiillt die
Lorentzinvarianz nur modulo einer Eichtransformation. Dies impliziert, daf§ beobachtbare Grofien
eichinvariant sein miissen, weil andernfalls die Lorentzinvarianz der Theorie zerstort wire. Wenden
wir uns nun der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes in Coulombeichung zu:

Da wir es mit einem Feld mit ganzzahligem Spin s = 1 zu tun haben, miissen wir wegen des Spin-
Statstik-Theorems wieder mit Kommutatorregeln quantisieren. Dabei miissen wir aber beachten, daf§
die Feldoperatoren die Coulomb-Eichbedingung

divA =0 (2.9.23)

erfiillen miissen. Da weiter das Potential A reell ist, fithren wir also selbstadjungierte Feldoperato-
ren A ein, fiir die gilt. Wegen dieser Einschrinkung durch die Coulomb-Eichbedingung ist es
schwierig, die kanonischen Kommutatorregeln fiir die Feldoperatoren zu gleichen Zeiten anzugeben.
Wir gehen daher umgekehrt vor und suchen zunichst die Losungen in Form ebener Wellen, um die
Modenentwicklung nach Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren vorzunehmen, d.h. wir setzen an

Ax)=>"

i 2E(k)V

&k, ) [a(é, Nug () +al(k, A)u2+(x)} . (2.9.24)

Dabei haben wir die Polarisationsvektoren E'(/; , A) reell gewihlt. Die Bewegungsgleichungen und die

Eichbedingung verlangen dann
EXR)=k? = E(k)=K, k-&k,A)=0. (2.9.25)

Zu jedem £ i ibt es also zwei Polarisationsvektoren, die senkrecht auf diesem & stehen miissen. Die

Summe in (2.9.24)) lduft also nur iiber /g # 0. Wir wihlen sie orthonormiert zueinander
A, 2)- e, X)=8 1. (2.9.26)
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Es gibt also zu jedem k zwei voneinander unabhingige Feldmoden (linear polarisierte ebene Wellen),
d.h. A€ {1,2}. Es gilt auflerdem

S ak, )@k, A)=P : =1 kok (2.9.27)
- (( 5 )®6( s )— L I_< =13 Kz . 7.
Weiter postulieren wir die Vertauschungsrelationen

[a(é, 2),a(k’, /1’)] —0, [a(IE, 2),al(k, /1’)] =2E(R)VS; 1.8, (2.9.28)

Daraus ergibt sich fiir die Feldkommutatoren nach einer einfachen Rechnung (Ubung!)

I:Aj(t’f)’AkOJT)] =0,

. 1 kk, - B ) (2.9.29)
[A]»(t,a?),Ak(t,j')] = 1Z v <3]'k - ?) exp [—1k - (x —37)] = 1ij8(3)(x —9).
k
Dabeti erfiillt die rechte Seite explizit die Konsistenzbedingung
d . a .
E [Aj(taf)yAk(t7@] = g_yk [Aj(t>)?)>A/e(ta.)7):| =0. (2930)

1

Es ergibt sich also eine in sich konsistente Quantenfeldtheorie des freien elektromagnetischen Feldes
in Strahlungseichung.

Der Hamiltonoperator ergibt sich unter Beriicksichtigung der Normalordnung wieder zu (Ubung!)

-

H=> E(k)n(k,A) mit n(k,A)= L af(k, Na(k, A), (2.9.31)
kA

und die Besetzungszahlbasiszustinde sind durch

- kX
) [k, V)]
){n(k,l)}lg’/& =[] —— 2.9.32)
kAl N(EY"* N0k, A)
gegeben, wobei das Vakuum wieder durch
Ve, a(k,A)|Q) = (2.9.33)

charakterisiert ist.

2.10 Hohlraumstrahlung

Im groflkanonischen Statistischen Gleichgewichtsoperator ist wieder u = 0 zu setzen, da es (im wech-
selwirkenden Fall) wieder keine erhaltene Ladung gibt. Die Zustandssumme ergibt sich wie beim unge-
ladenen Klein-Gordan-Feld, wobei allerdings durch die zwei Polarisationsfreiheitsgrade alle extensiven
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Groflen (und der Druck!) mit einem Faktor g, = 2 zu multiplizieren sind. Die Verteilungsfunktion ist
(im thermodynamischen Limes) eine Bose-Einsteinverteilung fiir masselose Teilchen

_,

fB (2.10.1)

Dies liefert, wie nicht anders zu erwarten, die Planck-Verteilung fiir die Energie der Photonen (ent-
sprechend der Frequenz der Wirmestrahlung)

g VE?

n(E) = =——f3(E), (2.10.2)

und die thermodynamischen GrofSen sind wegen (2.4.1112.4.12) durch

2 2 2
&V &7 &V
¢(/8"/): 3 p = 4 = 4
9043 90,3 308

=3pV (2.10.3)

gegeben.
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Kapitel 3

Wechselwirkende Quantenfelder

3.1 Das lineare o0-Modell

Um ein konkretes Beispiel vor Augen zu haben, betrachten wir als Beispiel fiir eine Theorie wech-
selwirkender Teilchen das lineare o-Modell. Es ist auch ein klassisches Beispiel fiir eine effektive
Feldtheorie fiir Phaseniiberginge, anhand derer man einige wesentliche damit zusammenhingende
Konzepte wie die spontane Symmetriebrechung studieren kann. Die Mean-Field-Niherung ent-
spricht der einfachsten relativistischen Version der Ginzburg-Landau-Theorie.

In seiner einfachsten Version beschreibt dieses Modell ein komplexes mit sich selbst wechselwirkendes
Skalarfeld, also wechselwirkende geladene Skalarbosonen. Dabei ist die Wechselwirkung so gewihlt,
daf} die Invarianz unter Multiplikation des Feldes mit einem Phasenfaktor erhalten bleibt. Weiter wird
die Lagrangedichte noch durch die Forderung nach Dyson-Renormierbarkeit eingeschrinkt. Darauf
kommen wir unten noch zu sprechen. Jedenfalls lautet die Lagrangedichte

A
L=, N G)—m*$"$——($"$)" G-1.1)

Die Bewegungsgleichungen fiir ¢ und ¢* erhilt man durch Variation der Wirkung nach ¢* bzw. ¢:

2 A
-%D+m6¢—z¢w¥:o,-4D+m5¢—1#¢5%=0 (3.1.2)

Offensichtlich ist diese Lagrangedichte nicht nur invariant unter Poincaré-Transformationen, sondern
auch unter der globalen Eichsymmetrie

¢'(x) =exp(ia)p(x), ¢ (x)=exp(~ia)¢p"(x). (3.1.3)

Aus der Analyse iiber das Noethertheorem [[Hee02]] folgt daraus, dafl der Strom

j#(x) = ¢ ()i b(x) (3.1.4)

eine Erhaltungsgrose ist. In der Tat rechnet man sofort nach (Ubung!), dafl aufgrund der Bewegungs-
gleichungen
d,j#=0 (3.1.5)

gilt.
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Die kanonische Quantisierung erfolgt formal genau wie im Fall des freien geladenen Klein-Gordon-
Feldes. Demnach ist der Hamiltonoperator durch

- - e A
H= ; &% [HTH+(V<]>T)(V¢)+m2<1>'<1>+§(<1>'<1>)2] : (3.1.6)

gegeben, wobei wir wieder die Normalordnung durch Doppelpunkte gekennzeichnet haben[T] Ebenso
ist der Operator fiir die Gesamtladung durch

Q=i| &x: <l'IT<l>Jr - H(i)) : (3.1.7)
[R3

gegeben. Die kanonische Feldquantisierung liefert die Zeitentwicklung der Feldoperatoren im Heisen-
bergbild.

Im Gegensatz zum Fall freier Teilchen kénnen wir allerdings die (operatorwertigen) Bewegungsglei-
chungen wegen ihrer Nichtlinearitdt nicht mehr geschlossen 16sen und folglich auch nicht das simul-
tane Eigenwertsystem fiir den Hamiltonoperator und den Ladungsoperator explizit ausrechnen. Da-
her sind wir auf Niherungsmethoden angewiesen. Die wichtigste Strategie ist, wie in der Vakuum-
Quantenfeldtheorie, die Stérungstheorie und die damit einhergehende Herleitung von Feynman-
Diagrammregeln, die eine systematische Auswertung der Storungsreihe erlauben.

Unser nichstes Ziel ist es, die Storungsrechnung fiir die Zustandssumme zu entwickeln. Wir werden
aber bald sehen, daf} die dabei entwickelte Technik wesentlich weiter reicht und auch die niherungswei-
se Berechnung des dynamischen Verhaltens der Vielteilchensysteme erlaubt. Zur abkiirzenden Schreib-
weise fithren wir den grofSkanonischen Hamiltonoperator

K=H- uQ (3.1.8)
ein. Die Zustandssumme lautet dann
Z(B, 1) =Tr exp(— BK). (3.1.9)

Die Idee hinter der Storungsentwicklung der Zustandssumme ist die Beobachtung, daf§ der Operator
der Zeitentwicklung fiir Operatoren im Heisenbergbild bzgl. des grofSkanonischen Hamiltonoperators

U(t) = exp(itK) (3.1.10)

lautet und fiir imaginire Zeiten ¢ € C formal Ahnlichkeit mit dem unnormierten groffkanonischen
Statistischen Operator besitzt:

exp(—BK) =U(@1p). (3.1.11)
Die Zeitentwicklung fiir den Feldoperator lautet im Heisenbergbild
&(t,%) = U(t)d(0,)UT(t) = U(t)d(0,X) U (z) fiir t€R. (3.1.12)

Wir lesen nun (3.1.12) als Funktion fiir rein imaginire Zeiten ¢ = —it mit 7 € (0, ). Es ist dabei zu
beachten, dafl U(t) nur dann unitér ist, wenn t € R. Daher definieren wir]

&' (7. %) = U(=i)$T(0, U (=i7) = exp( BK)$T(0, F) exp(~ BK). (.1.13)

'Die Normalordnung ist fiir wechselwirkende Felder zunichst nicht klar definiert, da sie definitionsgemif} die Anord-
nung der Felder in Produkten tiber die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren freier Felder festlegt. Erst durch die Formu-
lierung der Theorie im Wechselwirkungsbild, die wir unten einfithren werden, erhilt die Normalordnungsvorschrift einen
wohldefinierten Sinn.

2Wir unterscheiden ansonsten nicht zwischen den Feldoperatoren der reellen und der imaginiren Zeitentwicklung. Wel-
cher Operator gemeint ist, wird durch das Zeitargument klar (¢: reelle Zeitentwicklung, 7: imaginire Zeitentwicklung).
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Damit haben wir bereits den Matsubara-Formalismus oder Imaginirzeitformalismus der Statisti-
schen Gleichgewichtsquantenfeldtheorie definiert.

Ebenso definieren wir den Feldoperator im Wechselwirkungsbild zu

(7, %)= Uo(—ir)cb(o,f)Uo_l(—ir) = exp(SK,)$(0, X) exp(— BK,), (3.1.14)
wobeti

K,= f[R} Pz [H}LHI +(VON(Vdy) + m2dldy — i $] — H1<1>1)} : (3.1.15)

ist. Hier erfolgt also die Bewegung wie fiir freie Felder, allerdings mit dem groflkanonischen Hamil-
tonoperator statt dem Hamiltonoperator. Die Felder im Wechselwirkungsbild gehorchen daher bis
auf den Zusatzterm zur Berticksichtung des chemischen Potentials den Bewegungsgleichungen frei-
er Felder und besitzt daher die Modenentwicklung nach Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.
Daher besitzt im Wechselwirkungsbild auch die Normalordnung den wohlbestimmten Sinn, daf in
Feldoperatorprodukten bei dieser Entwicklung alle Vernichtungsoperatoren nach rechts und alle Er-
zeugungsoperatoren nach links zu setzen sind. Betrachten wir die reelle Zeitentwicklung, ergibt sich

$i(t, %) = Uy(£)$(0, 1)U (2). (3.1.16)

Da Q mit H vertauscht, folgt
(2, %) = exp(iHy ) exp(—iuQ1) (0, X) exp(iu Q) exp(—iH,t). (3.1.17)

Betrachten wir also zunichst
$,(0,%) = exp(—iaQ)$(0, ¥) exp(iaQ). (3.1.18)

Ableiten nach « liefert q

209 =-1[Q.¢,(0.9)]. (3.1.19)
Setzen wir nun Q gemif} ein, erhalten wir mit Hilfe der kanonischen Vertauschungsrelationen
L 4,0.0=i6,09 = ,0, =ex$(0,9) 6120
Dieses Resultat war vom Noethertheorem zu erwarten, denn dieses besagt, dafl die zu der Symmetrie

gehorige Erhaltungsgrofle der Erzeuger der zu der Realisierung durch die Felder gehodrigen unitiren
Darstellung der Symmetrietransformation ist. Dies in (3.1.17) eingesetzt liefert

¢,(2,X) = exp(+iut)exp(iHy 1 )p(0, X) exp(—iHyt) = exp(—i—i/ut)cbl’yzo(t, X). (3.1.21)
Durch hermitesche Adjunktion folgt noch
&l (2, %) = exp(—ipt)exp(iHyt )b (0, X) exp(—iHyt) = exp(—iut)d! o). (3.1.22)

Die verbleibenden Operatoren entsprechen aber genau den Heisenberg-Feldoperatoren freier Felder,
also ¢I,/u:0(t’}?)'

Von nun an arbeiten wir im thermodynamischen Limes V — oo, d.h. wir nehmen stets die Ersetzung

12 J Pk (3.1.23)
Ve e @y -
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vor. Fiir die Modenentwicklung des geladenen freien Klein-Gordon-Feldes folgt dann aus (2.3.12)

-

&k
¢I,p=0(x) = f

R 2E(k)(27)°
—_—

[ &k

[a(/S)M,;+(x)+b*(£)u;i+<x)} . (3.1.24)

Die Umkehrformeln (2.5.8) gelten weiter (mit V — R®), und die Kommutatorregeln (2.5.9) ebenfalls,

wobei die Ersetzungsregel

V8, o —2n) 8Ok — k') (3.1.25)

anzuwenden ist:

(a(k),a(k") | = [atk),b(E")] = [b(R),b(E")| =0,
[a(/;),b'*‘(/;/)} —0, [a(g),aT(lgl)] — [b(g),bT(El)] :ZE(E)(27T)33(3)(/2_5/). (3.1.26)

Die Besetzungszahloperatoren werden entsprechend umskaliert

F)a(k . bi(B)b(k
(q)a() 0, (B) = (R)b(k)

;
n, ()= ——", S
2E(k)(2r) 2E(k)(2r)

a

(3.1.27)

und die Operatoren des normalgeordneten freien Hamiltonians bzw. der Ladung sind entsprechend

durch

H, = J Lk Ek) [nﬂ(E) +n,,</§)} , Q= J &$r [nd(/;) - nb(/;’)] (3.1.28)
R’ R’
gegeben. Setzen wir die Modenentwicklung (3.1.24) in (3.1.21) und (3.1.22) ein und setzen schlief8lich
t = —it, erhalten wir fiir die Matsubara-Feldoperatoren

oy(7, %) = J[RS £k {a</€) exp[—7(E — u)+ik - X] + bl (k) exp[(E + u) — ik - z]} . (3.129)
d(7,%) = J[R} PE {aT(lg) exp[T(E — u)— ik - xX] -I—b(g)exp[—T(E +u)+ ik 9?]} . (3.1.30)

Wir konnen nun die Stérungsreihe fiir die groflkanonische Zustandssumme herleiten. Dazu be-
trachten wir den Zusammenhang zwischen dem Wechselwirkungs- und Heisenbergbild bzgl. der ima-

gindren Zeitentwicklung. Aus und folgt

(7, %) =B (7)¢h(v)B(7) (3.1.31)
mit dem Bildtransformationsoperator

B(7) = exp(tKq) exp(—7K). (3.1.32)

Um diesen Operator zu berechnen, bilden wir die Ableitung nach 7. Dabei ist zu beachten, dafl K,
nicht mit K vertauscht. Wir erhalten

B(7) = exp(tKy)(Ky — K) exp(—7K) = exp(tKy ) (Kg — K) exp(—7Ky)B(7). (3.1.33)
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Da nun der Operator K im Heisenbergbild zeitunabhingig ist, konnen wir uns in K die imaginire
Zeit T = 0 gesetzt denken. Bei 7 = 0 stimmen aber definitionsgemif} Heisenberg- und Wechselwir-
kungsbild tiberein, d.h. es ist K = K;(7 = 0). Die Exponentialfunktionen liefern definitionsgemif} die
Zeitentwicklung im Wechselwirkungsbild. Es ist also

B(7) = [Ky — Kgi(7)]B = —Vy(7)B(r) (3.1.34)

A
Vi(r)= 3 J[RS d&x: ((])f(’r,f)(l)l(r,f))z . (3.1.35)

Wie aus der Quantenmechanik bekannt ist, wird eine solche Gleichung mit Hilfe des Zeitordnungs-
operators (hier freilich auf die imaginidre Zeit T bezogen) geldst:

B(7)= 7, exp [—j

Tdr’ VI(T/):| : (3.1.36)
0

Dabei ist die Exponentialfunktion formal in eine Reihe zu entwickeln, und das Imaginirzeitordnungs-
symbol ordnet die entsprechenden Wechselwirkungsoperatoren mit von rechts nach links anwachsen-
den Imaginirzeitargumenten an.

Nun gilt

Z =Trexp(—BK) = Tr [exp(— BKq;)B(B)] = Z, <9T exp [—J dr’ VI(T/>] > . (3.1.37)
0 0

Dabei bedeuet Z, die Zustandssumme freier Teilchen, und der Erwartungswert (...), ist bzgl. des freien
Statistischen Operators im Wechselwirkungsbild zu nehmen. Die Entwicklung der Exponentialfunk-
tion in liefert eine formale Reihe nach Potenzen der Wechselwirkung bzw. der Kopplungskon-
stanten A. Dies entspricht recht genau der Dyson-Wick-Entwicklung der Vakuumquantenfeldtheorie.
Allerdings wird hier nicht bzgl. des Vakuumzustandes gemittelt, sondern bzgl. des groffkanonischen
Statistischen Operators freier Felder. In der Vakuumquantenfeldtheorie fiithrt eine Auswertung dieser
Reihe tiber das Wick-Theorem zu den Feynman-Regeln. Wie wir nun zeigen werden, gibt es eine
exakt analoge Diagrammtechnik auch fiir die Matsubara-Stérungstheorie. Es wird sich zeigen, daf§
die entsprechenden Matsubara-Diagramme sehr dhnlichen Regeln wie die Feynman-Regeln der Vaku-
umquantenfeldtheorie folgen. Aufgrund der imaginiren Zeit unterscheidet sich lediglich der Vertexfak-
tor um einen Faktor von dem im Vakuum, und statt des Feynman-Propagators ist der Matsubara-
Propagator zu verwenden.

Um diese Matsubara-Diagrammregeln herzuleiten, betrachten wir zunichst das erzeugende Funk-
tional fiir (freie) Matsubara-Green-Funktionen. Diese sind durch

D, (X1 %950005 %) = <<7T<I’1(x1)'"‘I’I(xn)¢f(xn+1)---¢f(xzn)>o (3.1.38)

definiert. Dabei bezeichnem wir mit Frakturbuchstaben stets die Matsubara-Green-Funktionen mit
Imagindrzeitargumenten, d.h. x; = (7;,%;). Das erzeugende Funktional fiir diese Funktionen ist durch

70077 = <9T exp ({]14>1 +]1*¢’1‘}1> >O (3.1.39)

gegeben. Dabei haben wir die folgende abkiirzende Notation fiir Integrale {iber imaginire Zeiten und
Raumkomponenten eingefiihrt:

B B B
{fiz s = J dr, J d39?1 f dr, J dez f dr, J d3f3 f(xg,%5, %355 ..). (3.1.40)
0 R® 0 R’ 0 R’
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Die Groflen J (7, %) und J*(7, X) sind komplexwertige duflere Felder (also keine Operatoren). Schreiben
wir nun die Entwicklung der Exponentialfunktion in aus, sehen wir, dafl man wegen der durch
den Imaginirzeitordnungoperator festgelegten Operatorordnung die Funktionalableitungen nach den
dufleren Feldern in naiver Weise vornehmen kann, d.h. man erhilt die Matsubara-Green-Funktionen

(3.1.38) mittels Funktionalableitungen:

(3.1.41)

sznz(o)[]’]*]
D,(x15.005%,)= < .
J=J"=0

), 81,81, 8,

Konnen wir also das Funktional (3.1.39) berechnen, lifit sich (3.1.37) durch Funktionalableitungen

ausdriicken, wenn wir den Wechselwirkungsdichteoperator als Funktion der Feldoperatoren

A
Vild(x),¢(¥)] = 5+ [41(7, (. AT+ (.142)

auffassen. Man beachte, daf§ wir iibrigens erst in dieser Darstellung im Wechselwirkungsbild der Nor-
malordnungsvorschrift in diesem Ausdruck einen konkreten Sinn geben konnen, weil wir im Wech-
selwirkungsbild die Feldoperatoren explizit durch die Modenentwicklung (3.1.29) und (3.1.30) durch
die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ausdriicken konnen:

Z:ZTm@[—{V(Ji——§—>}}Z@UF]
° 8J(x) 8T (x)) ) , ’

Jetzt wollen wir uns mit der konkreten Berechnung des Funktionals Z(9[],]*] befassen. Dazu miissen
wir zunichst die Exponentialfunktion entwickeln. Dann denken wir uns die Feldoperatoren
vermoge der Modenentwicklung (3.1.29) und (3.1.30) durch die Erzeugungs und Vernichtungsopera-
toren ausgedriickt. Die Spur im Erwartungswert bzgl. des nichtwechselwirkenden groffkanonischen
Statistischen Operators berechnen wir mit Hilfe der Besetzungszahleigenzustidnde. Fiir einen beliebi-
gen Operator im Wechselwirkungsbild gil¢]

(3.1.43)

J=1"=0

1
(0)o = - Tr[exp(—fK;)O]
0
1 - - - - - - (31'44)
== >0 exp(= PR (Bhmy (B ({ma (B, g (R} O] (), my (R )
O o (k) (k)
Dabei 1st . . . . . .

Kol (k),my (0] = D_{ m, (R)ER) = t] + my (RYLER)+ 4]} (3.1.43)

der zum Besetzungszahlzustand ‘{n ﬂ(/;), n b(/;)}> gehorige Eigenwert des freien grofikanonischen Ha-

miltonoperators.

Fiir die Berechnung des erzeugenden Funktionals fiir Matsubara-Green-Funktionen (3.1.39) benétigen
wir also die Diagonal-Matrixelemente

(1), my (o)} n (B),m (B} (3.1:46)

3Wir kehren fiir diese Betrachtung kurz zu einem endlichen Quantisierungsvolumen V' zuriick.

AAy-- Ay,
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3.1 - Das lineare o-Modell

wobei A; irgendwelche Erzeuger aT(/e ) bzw. bT(/e ) oder Vernichter a(k ) bzw. b(/e ) bezeichnen.
Es ist klar daf} dieses Matrixelement nur dann von O verschieden sein kann wenn genausov1ele Ver-
nichtungsoperatoren wie Erzeugungsoperatoren, und zwar jeweils fiir Teilchen und Antiteilchen in
der Menge der A; enthalten sind, denn Erzeuger (Vernichter) erhohen (erniedrigen) die Anzahl der
Teilchen bzw. Antiteilchen in der betreffenden Mode, und die Besetzungszahlzustinde sind definiti-
onsgemifd orthonormiert.

Betrachten wir als einfachstes Beispiel (im thermodynamischen Limes)

(12,080, (R |a" (k)| (), ()Y
. L L (3.1.47)
= ( falk,)m, (k) my (B)} |alky)| (n,(B), my (k)} ) = 2E (k)2 (e )8 Ok, — ).
Die Summation iiber alle Zustinde gemif liefert dann
(alepa(ky)) = 2E(F)2m) 8Ok, =k f3[E(R) - . (3.1.48)
Zum Beweis betrachten wir die bekannte Formel fiir die geometrische Reihe
e 1 exp(a)
_ —an)= — , 0. 3.1.49
Zexp( an) 1—exp(—a) exp(a)—1 x> ( )
Die Ableitung dieser Formel nach « liefert dann
S (2)
s'(@) == exp(—an)= TR (3.1.50)
; [exp(a) — 112

Bei der Bildung des Erwartungswertes ist noch durch Z, zu dividieren. Aufler fiir /2;1 kiirzen sich dabei
alle geometrischen Reihen, die sich durch die Summation der Exponentialfunktionen in (3.1.44) tiber
die 7,(k) und 7, (k) entstehen, heraus, und es bleibt nur die in (3.1.48) angegebene Boseverteilung
tibrig.

Auf zhnliche Weise finden wir die Erwartungswerte

(al(k)alky)) = 2E(k)2m) 8Ok, — kS [E ()~ ], (3.151)
(b (Eb(ky) ) = 2E(k)27) 8k, — kS [E(R)+ ], (3.1.52)
(alk1)a’(k)) = 2E(k)2m) 8Oy — k) { folEGR) = p] + 1}, (3.1.53)
(b(/?l)lﬁ(é;))O = 2E(k)(27) 8O ke, — k) { FER) + u] + 1} . (3.1.54)

Es ist auch leicht zu sehen, daf§ die Erwartungswerte von jeweils zwei Vernichtungs- oder zwei Erzeu-
gungsoperatoren allesamt verschwinden.

Es ist nun klar, wie der allgemeinere Fall mit 7 > 1 zu berechnen ist: Nach der Mittelwert-
bildung ergibt jede mogliche Paarung eines Erzeugers und eines Vernichters einen Faktor der Ge-
stalt (3.1.51]3.1.54), und es ist dann iiber alle mdglichen solcher Paarungen zu summieren. Man nennt
die Bildung von solchen Paaren Kontraktionen, und das soeben hergeleitete Wicksche Theorem be-
sagt damit, dafl die groff)kanonischen Erwartungswerte von Feldoperatorprodukten durch die Summe
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Kapitel 3 - Wechselwirkende Quantenfelder

iiber alle moglichen Kontraktionen gegeben ist. Dies ist analog zu dem Wickschen Theorem in
der Vakuumquantenfeldtheorie, nur dafl dort simtliche Erwartungswerte bzgl. des Vakuumzustandes
gebildet werden, wobei Kontraktionen iiber normalgeordnete Feldoperatoren definitionsgemif ver-
schwinden, da dann alle Vernichtungsoperatoren nach rechts auf den Vakuumzustand wirken, was 0
ergibt. Daher wird das Wick-Theorem fiir die Zwecke der Vakuum-Theorie oft auch als Operatori-
dentitit formuliert. Diese allgemeinere Form benétigen wir fiir unsere Zwecke jedoch nicht.

Wir bendtigen also zur Berechnung von Erwartungswerten imaginirzeitgeordneter Operatorproduk-
te und insbesondere des erzeugenden Funktionals die freie Matsubara-Einteilchen-Green-
Funktion

Dy, %2) = ( Ty (x1)i(x2)) - (3.1.55)

Bevor wir zur Berechnung dieser Funktion tibergehen, wollen wir noch einige ihrer Eigenschaften aus
dieser Definition herleiten. Zunichst bemerken wir, dafl die Imaginirzeitargumente 7, und 7, allesamt
nur im Intervall [0, 8] bendtigt werden. Weiter haben wir fiir unseren translationsinvarianten Fall

D(xy,%,) =D(x; —x,) mit D(x)=(T,.$(x)$(0)),- (3.1.56)

Dabei ist D(7, %) fir =8 < © < 3 definiert. Weiter folgt aufgrund der zyklischen Vertauschbarkeit
von Operatoren unter der Spur fiir -8 <7 <0

Dx) = Ziotr {exp(— BRo)b (0)exp(rKo),(0, T exp(— Ky}
= T {expl- B expl(+ B0, Despl~(=+ AKGO}  (.157)

0

1
= o Tr{exp(~BKo)gi(7 + B,5)¢" (O} =D(r + £,7).
0

Das bedeutet, dafl innerhalb des Definitionsintervalls — 3 < = < 3 die Greensche Funktion D(r,x)
periodisch mit der Periode 3 = 1/7 isf] Da fiir 0 < = < B (bzw. —3 < = < 0) die Operatoren unter
der Spur in fester Ordnung auftreten und die Imaginirzeitentwicklung analytisch ist, ist die Funktion
in diesen Imaginirzeitintervallen analytisch. Die Fourier-Darstellung der Matsubara-Green-Funktion
ist also bzgl. T eine Fourier-Reihe fiir eine Funktion mit Periode S und bzgl. k die iibliche Fourier-
Integraltransformation (im thermodynamischen Limes V' — 0o). Mit der in der thermischen Feldtheo-
rie iblichen Konvention bzgl. der Normierung ergibt dies

D(r,X) = l ZJ d3k335(iwn,g)exp(—iwnf tik- X) <
B rezJw (27) (3.1.58)
D(iew,, %) = Lﬂ dr J[R} &3 D(r,%)exp(ic, T — ik - X)
mit den bosonischen Matsubara-Frequenzen
w, = 2T o anT. (3.1.59)
p

*Diese Periodizitit ist, vor allem im Zusammenhang mit dem Schwinger-Keldysh-Realzeitformalismus, auch als Kubo-
Martin-Schwinger-Bedingung (KMS-Bedingung) bekannt.
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Zur Berechnung der Greenschen Funktion selbst bendtigen wir zunichst die Modenentwicklung der
Matsubaraoperatoren. Dazu verwenden wir die Gleichungen (3.1.21}{3.1.24) und setzen die Modenent-

wicklung (3.1.29)3.1.30) fiir die Imaginirzeitfeldoperatoren ein. Aufgrund der KMS-Bedingung (3.1.57)

brauchen wir die freie Matsubara-Green-Funktion nur im Intervall = € (0, ) zu berechnen. Mit Hilfe
der Erwartungswerte fiir Erzeugungs-Vernichtungsoperatorprodukte (3.1.5143.1.54) finden wir

0,7 = ($(0 000, = | | F {[1+ foE = wexpli -7 (- ]

+ f5(E+ [u)exp[—ié X+ 7(E+ w)]l}.

(3.1.60)

Dabei riihrt der erste Term in der Klammer von den Teilchen, der zweite von den Antiteilchen her.
Um die Fourierdarstellung zu berechnen, verwenden wir (3.1.58). Nach einigen einfachen Rechnungen
folgt
~ - 1
iw,,k)==5 :
kz + m2 - (10)71 + /u)z

(3.1.61)

Wir bemerken, daff dieser Ausdruck fiir 4 = 0 und 7 — 0 in den Propagator der Euklidischen
Vakuum-Quantenfeldtheorie tibergeht. Dies ist verstindlich, denn fiir 7 — 0 geht w,, in w € R
tiber. Da 8 — oo fiir T — 0T, wird zugleich der Periodizititsbereich ganz R, so daf} wir schliellich
zu den Groflen der Euklischen Vakuum-Quantenfeldtheorie gelangen, die aus der Formulierung im
Minkowskiraum durch die Wick-Rotation der Zeitkoordinate um den Winkel 7z/2 in der komplexen
Zeit-Ebene entsteht: .
Dicw,sk) = Dylew,k)= o—.
4, T—0 (<0:F) B2 4 o
Nun sind wir endlich in der Lage, das erzeugende Funktional (3.1.37) explizit auszurechnen. Dazu
betrachten wir den 7-ten Term in der Entwicklung der Exponentialfunktion:

(3.1.62)

1
00,71 =— <9T (b +7:6)+ b +]n<1>1n)}1m2>0. (3.1.63)
Hierin trigt aber nur genau derjenige Term beti, fiir den beim Ausmultiplizieren genau so viele Feld-
operatoren ¢; wie ¢, vorkommen, d.h. es kommt tiberhaupt nur etwas von 0 verschiedenes heraus,
wenn 7 = 2j mit j € N gerade ist. Dann bleibt beim Ausmultiplzieren der Binome nur genau ein Term

tibrig, dieser aber entsprechend der binomischen Formel (2]] )-mal
Z(O)[/]*]—L 2] g{]...]]* T bbb 4,*} (3.1.64)
2j U — (2])' ] T \J1 i+ 2;< vl J U +1 27 1..(2) O. o

Nach dem oben hergeleiteten Wickschen Theorem miissen wir nun alle moglichen Kontraktionen
bilden und summieren. Es tragen aber nur Kontraktionen zwischen jeweils einem ¢ und einem ¢*-
Operator auf, und jede mogliche Kontraktion liefert immer denselben Ausdruck (bis auf die Benen-
nung der Integrationsvariablen), nimlich:

<{]1©12]2*}12>j. (3.1.65)

Wir miissen nur noch zihlen, auf wieviele Arten, wir die Kontraktionen vornehmen kénnen. Dazu
bemerken wir, dafl wir mit dem Operator ¢, beginnen kdnnen und diesen mit genau j ¢*-Operatoren

63



Kapitel 3 - Wechselwirkende Quantenfelder

kontrahieren kénnen. Fiir ¢, haben wir dann noch (j — 1) mogliche Paarungen usw. Die Gesamt-
zahl moglicher vollstindiger Kontraktionen ist also j(j — 1)---1 = j!. All das eingesetzt und noch die

Formel
<n> " 3.1.66)
k) kl(n—k) 0.1

fiir n =2; und k& = j verwendet liefert schliellich
1 .
0 *7 __ % ]
2, T 1= i <{]1©12]2}12> : (3.1.67)

Das vollstindige Funktional erhalten wir durch Summation iiber j € Ny = {0,1,2,...}, und dafiir
liefert die Exponentialreihe schliefilich

29, 1=exp ({10 },,) (3.1.68)

3.2 Matsubara-Feynman-Diagramme

Die obigen Uberlegungen lassen sich nun auch in eine diagrammatische Sprache iibersetzen. Dies ist
fiir die sehr einfache Wechselwirkung mit dufleren Quellen zwar nicht unbedingt von Vorteil, aber
es ermoglicht eine wesentlich einfachere Formulierung der Rechenregeln fiir die stérungstheoretische
Berechnung der eigentlichen Zustandssumme oder der n-Punkt-Matsubara-Greenfunktionen gemaf3
(3.1.41). Die Idee der Matsubara-Feynmanregeln ist, die Rechenoperationen der Stérungsentwicklung
durch Diagrammregeln zu ersetzen, was zum einen die Rechnung wesentlich erleichtert, aber auch (in
gewissen Grenzen) den einzelnen Termen bzw. Diagrammen eine heuristisch-physikalische Bedeutung
verleiht. Diese Bedeutung wird allerdings eher fiir die reelle Zeitentwicklung deutlich: Demnach be-
schreibt ein zeitgeordneter Propagator D(x, — x,) = <9' <I>I(x1)<I>IT(x2)>O fir ¢, < t; den Prozef3, dafl

zur Zeit t, am Ort %, ein Teilchen erzeugt (oder ein Antiteilchen vernichtet) und dann zur Zeit ¢,
am Ort X ein Teilchen vernichtet (bzw. ein Antiteilchen erzeugt) wird. Fiir ¢; < , wird hingegen
zunichst zur Zeit #; ein Antiteilchen am Ort X erzeugt (bzw. ein Teilchen vernichtet) und zur Zeit
t, am Ort X, ein Antiteilchen vernichtet (bzw. ein Teilchen erzeugt). Wir beschreiben also mit dem
Propagator Ubergangsamplituden fiir die Bewegung von Teilchen, Antiteilchen sowie Teilchenléchern
und Antiteilchenlochern.

Feynmandiagramme symbolisieren nun diese Bewegung von Ladun-

71 gen (interpretiert in diesem quantenmechanischen Sinn!) in Raum-

- (o zeitdiagrammen (Minkowski-Diagrammen). In unserer Konventi-

on denken wir uns stets die Zeitrichtung nach oben gerichtet und die

7o Raumrichtung durch die horizontale Richtung auf dem Papier sym-

() @) D bolisiert. Dies hat den Vorteil, daf man Feynmar‘ldiagrarr.{me direkt
von oben nach unten lesen kann, denn konventionsgemif werden

Abbildung  3.1:  Marsubara- in der Quantentfeldtheorie fiir reelle Zeiten immer Ubergangsma-
trixelemente /y; = (Endzustand |S| Anfangszustand) berechnet,

T — {L’Q)

Feynman-Diagrammelemente : : : ' .
fiir die Berechnung des erzeu- und wir schreiben Formeln von links nach rechts auf, indem wir die

genden Funktionals (3.1.68). Dia.gl.rammel.emc?nte von oben nach unten lesen. I?ntsprechepd sym-
bolisieren wir einen Propagator durch einen Pfeil, der zwei Raum-
zeitpunkte verbindet. Die Richtung des Pfeils gibt gemif} der obigen
Analyse der Bedeutung des Propgagators die Richtung des Ladungsflusses an.
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Im Kontext des Matsubara-Formalismusses symbolisieren die Imaginirzeit-Propagatoren die entspre-
chenden Erwartungswerte bzgl. des groffkanonischen Operators. Wir werden allerdings weiter unten
noch sehen, wie wir durch analytische Fortsetzung auch dynamische Prozesse behandeln kénnen.

Fiir die Berechnung des erzeugenden Funktionals in diagrammatischer Formulierung bendti-
gen wir noch Elemente fiir J(x) und J*(x). Wie in Abb. 3.1|gezeigt, symbolisieren wir sie durch einen
Blob mit einer ein- bzw. auslaufenden Linie. Der Punkt am Blob symbolisiert das Raumzeitargument
des jeweiligen Stroms.

Man kann nun die obige analytische Berechnung der einzelnen Reihenentwicklungsglieder (3.1.64)
des erzeugenden Funktionals diagrammatisch nachvollziehen. Dazu zeichnet man einfach zunichst
7 Paare von J*- und J-Blobs hin. Diesem Ausdruck ordnen wir nun entsprechend der Entwicklung
der Exponentialfunktion zunichst den Vorfaktor 1/(2;)! zu, der aus der Reihenentwicklung der Ex-
ponentialfunktion stammt. Weiter trigt, wie oben bei der analytischen Rechnung erliutert, von den
Termen, die beim Ausmultiplizieren des Produktes aus j Faktoren entstehen, nur genau derjenige bei,
bei dem ; ¢;- und auch j @;-Operatoren enthalten sind. Der entsprechende Binomialkoeffizient ist

(2]] ) = (27)!/(")*. Die Kontraktion erhalten wir nun, indem wir jeweils einen J*-Blob mit einem J-
Blob verbinden, und dabei zihlen auf wieviele Arten wir diese Verbindungen vornehmen kénnen,
nimlich j(j — 1)---1 = j!. Diese Zahl liefert zusammen mit dem besagten Vorfaktor (2]] )/(27)! den

Symmetriefaktor 1/;! des Diagramms. Es ist nun klar, daf§ gemifl unserer Diagrammregel, die Ver-
bindungslinien fiir Matsubara-Propagatoren stehen. Weiter miissen wir iiber alle inneren Punkte inte-
grieren. Dadurch entsteht nun j-mal der gleiche Faktor { Ji @12]2} , und wir erhalten zusammen mit

12
dem Symmetriefaktor wieder (3.1.67), wie es sein muf3.

Wir kénnen nun bereits erste ,topologische“ Betrachtungen tiber die Diagramme anstellen: In unse-
rem einfachen Fall einer Wechselwirkung freier Teilchen mit dufleren Quellen, haben wir nur eine
Art zusammenhingendes Diagramm, eben die Verbindung eines Stromes J mit einem Strom J*
tiber eine Propagatorlinie. Die tiberhaupt moglichen Diagramme bestehen aus j solcher zusammen-
hingender Diagrammteile, und jede zusammenhingende Diagrammkomponente liefert einen Faktor
zum Gesamtdiagramm. Dies zeigt einen der groflen Vorteile der Diagrammtechnik fiir die Organi-
sation storungstheoretischer Rechnungen: Wir kdnnen zuerst bestimmte Subdiagramme berechnen,
die wir spiter fiir die Berechnung grofierer Diagramme bendtigen, wobei wir allerdings sorgfiltig die
kombinatorischen Moglichkeiten zur Kombination der Subdiagramme zum Gesamtdiagramm beriick-
sichtigen miissen. Uberhaupt werden wir sehen, daf§ die Bestimmung der kombinatorischen Faktoren,
abgesehen von den Integrationen iiber die Raumzeitpunkte, den kompliziertesten Teil der Umsetzung
von Diagrammen in analytische Ausdriicke darstellen.

Wir wenden uns nun der storungstheoretischen Berechnung der Zustandssumme wechselwirkender
Teilchen zu. Der Ausgangspunkt dafiir ist (3.1.43). Freilich kénnen wir diesen Ausdruck nicht ge-
schlossen ausrechnen, sondern wir miissen die Exponentialfunktion in ihre Potentzreihe entwickeln.
Dadurch erhalten wir eine Reihenentwicklung nach Potenzen von A. Der Funktionaldifferentialope-

rator 1st wegen (3.1.35)

4 [L 3 i|__&8—4_,_7;( ) 621
8I() 8I'(0)] ~ 88JPSr (e 2

Da wir in nach Ausfithrung der Ableitung J = J* = 0 zu setzen haben, miissen wir fiir den
Beitrag der z-ten Ordnung der Stérungsentwicklung von Z(©[],7*] den Term (3.1.67) mit j = 2% aus
der Reihenentwicklung von verwenden, denn nur dieser ist nach Anwendung der Funktional-
ableitungsoperatoren frei von J und J*. Wir erhalten also fiir den stérungstheoretischen Beitrag zur
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— [Pde [, &% V(x)

1
= Z{h@lz]z}u :>

1 B
:—g—f dTJ &3 D(0) X2 x2
2! Jo v ~

Nl
von 1. Ableitung nach J/(x)  von 1. Ableitung nach J*(x)

Abbildung 3.2: Zur Berechnung der Korrektur zur Zustandssumme in 1. Ordnung Storungstheorie.

Zustandssumme der Ordnung A”

{’171/1;2/17” ({]1/91/2/ 2*,})”}12” fir neN. (3.2.2)

—~

2n)!n!

Dabei riithrt der Faktor 1/(22)! von der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion Z(© und
der Faktor 1/n! von der Reihenentwicklung des Exponentialdifferentialoperators in her. Wir
stellen den Ausdruck mit den durch Propagatoren verbundenen Strémen J und /* mit unseren Dia-
grammen dar. Jede Ableitung nach J bzw. J* entfernt einen entsprechenden Strom-Blob aus dem Dia-
gramm und setzt das entsprechende Argument des Propagators auf die jeweilige Raum-Zeit-Stelle des
J- bzw. J*-Operators. Dabei miissen wir freilich die Multiplizitit, mit der der Stromblob vorkommt,
berticksichtigen. Leiten wir also in Abb.[3.2|zunichst nach J(x) ab, so kdnnen wir entweder den Strom
bei x;/ oder den bei x5 entfernen, d.h. es entsteht ein Faktor 2 von dieser ersten Ableitung nach J(x).
Die zweite Ableitung nach J(x) entfernt einfach den verbliebenen J-Blob, d.h. es gibt keinen weiteren
Faktor. Entsprechend liefert die erste Ableitung nach J*(x) einen Faktor 2 und entfernt den entspre-
chenden Blob. Die zweite Ableitung nach J*(x) entfernt auch noch den verbleibenden Blob ohne wei-
teren Faktor. Die beiden Propagatorlinien verbinden nun jeweils denselben Raum-Imaginirzeit-Punkt

x, und iiber diesen ist gemif3 (3.2.2) zu integrieren.

Nun divergiert aber das riumliche Integral tiber eine Konstante, und der Propagator ist fiir = = 0 oh-
nehin nicht wohldefiniert. Das erste Problem erklirt sich aus der naiven Anwendung der Regeln fiir
den thermodynamischen Limes V — oo, und wir haben das Raumintegral {iber die Konstante einfach
als endlichen Faktor V' zu interpretieren. Die Uneindeutigkeit des Propagators fiir = = 0 riihrt von
der Zeitordnung, die wir bei dessen Definition verwendet haben, her. Allerdings ergibt sich der gleiche
Raumzeitpunkt fiir alle Ableitungen daher, daf§ alle Ableitungen aus ein und demselben ¥/ (x ) herriihr-
ten. Betrachten wir hingegen die direkte Berechnung des besagten Beitrags iiber Kontraktionen, wird
die Operatorordnung in dem betreffenden Ausdruck durch die Normalordnung festgelegt. Demnach
haben wir also die Matsubara-Propagatorlinien, die in einer Schleife denselben Raumzeitpunkt verbin-

derf] als
D(0):=(: $(0)*(0) :), (3.2.3)

zu interpretieren. Verwenden wir die Modenentwicklungen (3.1.293.1.30), erhalten wir dafiir nach

>Man spricht dabei in Anlehnung an die dhnliche Situation in der QED von tadpole-Diagrammen, obwohl diese Dia-
gramme im linearen Sigma-Modell wenig Ahnlichkeit mit Kaulquappen besitzen.
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3.2 - Matsubara-Feynman-Diagramme

Symmetriefaktor :

Abbildung 3.3: Zur Berechnung der Korrektur 1. Ordnung zur Zustandssumme.

einigen einfachen Rechnungen die Tadpole-Regel
(0 _—J d3/g E E —ul|+ E /; +ul- (3.2.4)

Da die Bose-Verteilungen fiir |/; | — oo wie exp(— /3 |E |) abfallen, ist das Integral endlicl‘H

Freilich kénnen wir die Diagrammregeln auch direkt auf die storungstheoretischen Korrekturen zur
Zustandssumme anwenden. In erster Ordnung ist ja z.B.

A (B
z<1>:—g JO dTJd%z (:[$" P[] :), (3.2.5)

zu berechnen. Dazu zeichnen wir einen Punkt, der den Raumzeitpunkt x symbolisiert, mit zwei aus-
laufenden Beinchen fiir jeweils ein Feld ¢* und zwei einlaufenden Beinchen fiir jeweils ein Feld ¢
(entsprechend den Ableitungen der Blob-Diagramme nach J* bzw. J). Dieses Diagrammelement ist ein
Vertex und steht fiir einen Faktor —A/8. Die Kontraktionen verbinden nun jeweils entwender densel-
ben Raumzeitpunkt an einem Vertex oder zwei verschiedene Vertices, wobei immer die Pfeilrichtung
zu beachten ist. Ein solcher Pfeil symbolisiert dann stets einen freien Propagator, und die Reihenfol-
ge der Argumente in ©, ist durch Ablesen entgegen der Pfeilrichtung festgelegt, was man auch
sofort aus der Bildung der Ableitungen nach den dufleren Stromen J und J* ersieht. Fiir gleiche Raum-
zeitargumente x, entsteht ©; = ©(0), und es ist wegen der Normalordnungsvorschrift die spezielle
Tadpole-Regel anzuwenden. Schliellich erhilt jedes Diagramm n-ter Ordnung (also eines mit
n Vertices) einen kombinatorischen Faktor 1/7!, der von der Entwicklung von 7, exp[— [ d*xV/(x)]
herriihrt. Weiter mufl gezahlt werden, auf wieviele Arten die Kontraktionen erfolgen kénnen, um
genau das durch seine Topologie vorgegebene Diagramm zu erhalten. Da nimlich {iber alle Raum-
zeitpunkte gleichermaflen integriert wird, liefert jedes Diagramm der gleichen Toplogie mit nur ver-
tauschten Bezeichnungen der Vertexpunkte, denselben Beitrag. Entsprechend brauchen wir jedes Dia-
gramm einer Topologieklasse nur einmal zu zeichnen, miissen aber die entsprechende Multiplizitit
berticksichtigen, und die erhilt man genau durch das Abzihlen der Moglichkeiten die entsprechenden
Kontraktionen gemify dem Wick-Theorem zu bilden.

Im Fall » = 1 zeichnen wir also einen Vertex, und wir miissen alle Kontraktionen an diesem einen
Vertex ausfithren. Der Symmetriefaktor aus der Dysonreihe ist 1/1! = 1. Dann betrachten wir ein
Beinchen (z.B. ein auslaufendes), das notwendig mit einem der zwei gegenldufigen (also hier einem ein-
laufenden) Beinchen zu verbinden ist. Damit ergibt sich ein Faktor 2 fiir diese beiden Moglichkeiten.
Das verbliebene auslaufende Beinchen kann dann nur noch mit dem einen noch tibrigen einlaufenden
Beinchen verbunden werden, und wir haben insgesamt einen Symmetriefaktor 2. Es ergibt sich daraus
wieder derselbe analytische Ausdruck wie in (3.2). Aufgrund der Translationsinvarianz des Modells

®Es ist freilich |u| < m zu beriicksichtigen. Die hier behandelten Diagrammregeln betreffen im folgenden zunichst
den Fall, dafl kein Bose-Einstein-Kondensat vorliegt. Die Storungsrechnung unter Bertlicksichtigung eines Bose-Einstein-

Kondensats behandeln wir im Abschnit
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Abbildung 3.4: Diagramme fiir die Korrektur in zweiter Ordnung Stérungstheorie zur Zustandssum-
me des o -Modells.

sind alle Einpunktfunktionen, die wir erhalten, wenn wir alle Integrationen iiber Vertexpunkte eines
zusammenhingenden Diagramms bis auf die letzte ausfithren, konstant. Es ergibt sich dann bei der
letzten Integration wieder das Problem, daf} die Raumintegration divergiert. Wie wir oben bereits ar-
gumentiert haben, ist hierbei das unendliche Raumintegral durch einen Faktor V fiir das sehr grofle
(aber endliche) ,,Behiltervolumen® zu ersetzen.

Es ist eine sehr gute Ubung, sich dieses Verfahren an der zweiten Ordnung klar zu machen, und zwar
indem man einmal die Funktionalableitungen bildet und dann direkt mit den Diagrammregeln rech-
net. Wir geben in Abb. [3.4/nur das Resultat mitsamt den entstehenden Faktoren an. Es sollte deutlich
geworden sein, daff bei den Diagrammregeln die korrekte Bestimmung des kombinatorischen Faktors
das Hauptproblem darstellt (wenn man einmal von den verbliebenen Integrationen tiber die Raum-
zeitpunkte der Vertices absieht).

Wir fassen noch einmal die Diagrammregeln fiir die Berechnung der Korrekturen zur Zustandssumme
zusammen:

1. Ein Beitrag zur Storungsentwicklung der Zustandssumme in 7-ter Ordnung der Kopplungskon-
stante entspricht diagrammatisch einem Diagramm mit 7 Vertices mit jweils zwei ein- und zwei
auslaufenden Beinchen. Jedem Vertex entspricht ein Faktor (—A/8). Das gesamte Diagramm er-
hilt einen Faktor 1/n!.

2. Es sind stets alle moglichen Paare von ein- und auslaufenden Beinchen zu verbinden, wodurch
vollstindige Kontraktionen entstehen. Dadurch entstehen in jeder Ordnung Klassen von Dia-
grammen gleicher Topologie. Jedes Diagramm einer Topologieklasse trigt entsprechend der
Multiplizitit bei, die man beim Verbinden der Vertices zu zdhlen hat.

3. Jedem Pfeil, der zwei unterschiedliche Raumzeit-Punkte verbindet, entspricht dann ein freier
Matsubara-Propagator © ,, wobei die Reihenfolge der Argumente entgegen der Pfeilrichtung zu
lesen ist.

4. Eine geschlossene Schleife, die denselben Raumzeit-Vertex verbindet, entspricht einem Tadpole-

Faktor (3.2.4).

5. In jedem zusammenhingenden Teildiagramm mit 7’ Vertices ist iiber 7’ — 1 Vertexpunkte zu in-

tegrieren, und zwar jeweils mit dem Operator ff dr [s &% Die letzte verbleibende Integration
tiber die dann entstehende konstante 1-Punktfunktion entspricht einem Faktor SV.
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3.2 - Matsubara-Feynman-Diagramme

Als nichstes wollen wir iiberlegen, wie sich die Korrekturen n-ter Ordnung zur Zustandssumme aus
den entsprechenden zusammenhingenden Teildiagrammen zusammensetzen, wobei die wesentliche
Schwierigkeit wieder das Abzihlen des entsprechenden Symmetriefaktors darstellt. Jedes Diagramm
n-ter Ordnung kann sich aus zusammenhingenden Diagrammen mit j Vertices fir 1 < j < n zu-
sammensetzen. Sei 7; die Anzahl von zusammenhingenden Diagrammen der Ordnung 7, die im 